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1 Osnovni principi kombinatorike

Pri tem predmetu velja N := Ny ZDB 0 € N.

1.1 Funkcija/preslikava

Definicija. f: X — Y je formalno mnoZica parov f C X x Y s pogojem Vo € X3ly € Y 3: (z,y) € f ZDB za
vsak z € X je f (z) enoli¢no definiran.

Funkcijo podamo tako, da:
2. povemo predpis za preslikanje elementa — f : N — N;z — 22

3. z rekurzijo — f : N = N, f(0) = 1,f(1) = 1,f(n) = f(n—1)+ f(n—2) za n > 2 (Fibonaccijevo
zaporedje)

Definicija. Zaporedje je preslikava iz naravnih Stevil v katerokoli neprazno mnozico.
Definicija. Lastnosti preslikav. Naj bo f: A — B preslikava.

e finjektivna ©Va € A, beB: f(a)=f(b)=a=b

e f surjektivna & Va € AFbe B3: f(b)=a

e f bijektivna < Va € A3b € B 3: f(b) = a ZDB f injektivna in f surjektivna hkrati

Kombinatorika je odkrivanje mo¢i mnozic. Tu &esto Zelimo dokazati enakost moc¢i dveh mnozic, najlepse to
storimo s konstrukcijo bijekcije, saj velja:

Izrek. Najbo f: X — Y.
e f injektivna = | X| < |Y|
e f surjektivna = |Y| < | X|
e [ bijektivna = |X| = |Y]

Imejmo n kroglic in k£ Skatel. Vsako kroglico damo v eno od teh Skatel. Postavitev kroglic v Skatle je preslikava
iz mnozice kroglic v mnozico skatel ({1..5} — {a,b,c}). Injektivnost te preslikave pomeni, da ni praznih skatel,
surjektivnost pa, da je v vsaki Skatli vsaj ena kroglica.

Definicija. Nekaj oznak v kombinatoriki:
e N:={0,1,2,...} ~ moZne mo¢i konénih mnozic
o [n]:={l.n}, [0] =0, |[n]| =n
e mnozica podmnozic A (potenéna mnozica A) =: 24, velja |2A’ = 2l41 odtod tudi ta oznaka
e mnoZica preslikav X — Y = Y¥ saj |[YX| = |Y|‘X|.
e >, ~ vsota po vseh k € N, Z,Qa ~ vsota povseh k e Nk > a

Izrek. Binomski izrek. N
n n k _ n k
k=0 k
1.2 Dirichletovo nacelo (angl. Pigeonhole principle)

Ce obstaja injekcija X — Y, je |X| < [Y]. Ce torej | X| > |V], ne obstaja injekcija X — V. Ce imamo n kroglic
v k skatlah in n > k, bosta gotovo vsaj v eni Skatli vsaj dve kroglici.



Uporaba nacela

e ob trinajstih ljudeh imata vsaj dva rojstni dan v istem mesecu. Kroglice so ljudje, skatle so meseci,
preslikava je iz ¢loveka v mesec rojstva.

e XCN;|X|=n+1 3z,y € X 3:n|(x —y) Az #y. Trditev je ekvivalentna temu, da sta v X dve §tevili
z istim ostankom pri deljenju z n. Kroglice so Stevila, skatle so mozni ostanki pri deljenju z n. Preslikava
x +— = mod n. Kroglic je n + 1, Skatel je n = po Dirichletu trditev velja.

e 1 ljudi. Trdimo, da 32 ¢loveka, ki poznata enako Stevilo ljudi. Imamo torej n kroglic — ljudi in n Skatel
— §t. poznanstev (€ {0..(n —1)}). Preslikava preslika ¢loveka v 8tevilo njegovih znancev. Sicer velja
n = n, toda ne moremo imeti hkrati nekoga, ki pozna 0 oseb in hkrati nekoga, ki pozna n — 1 oseb, torej
je stevilo razli¢nih poznanstev najve¢ n — 1. Dirichlet pove, da obstaja dve osebi, ki poznata enako Stevilo
ljudi.

e X C {1..100}; |X| = 10. Trdimo, da obstajata dve disjunktni podmnozici X, ki imata enako vsoto.
Kroglice so podmnozice X — 210 = 1024 jih je. Skatle so mozne vsote elementov, torej € {55..955}.
Injekcije iz podmnozic X dolzine 10 v mozZne vsote po dirichletu ni, zato obstajata vsaj dve podmnozici,
ki imata isto vsoto. Ce sta nedisjunktni, jima odstranimo presek, pa dobimo disjunktni, ne da bi spremenili
vsoto elementov.

e X C{l.2n}; |X|=n+1. Trdimo, da Jz,2" € X >: z[2’ Az # 2’. Kroglice so X. Za katerokoli stevilo
velja x = 2 - b, kjer je b liho. Skatle so liha Stevila v [2n]. Preslikava slika # — b za b od prej. Ker je
kroglic ve¢ kot Skatel, velja 3z, 2’ € X 2: 2 =2°b Az’ =2%b. Ce je a < d/, je /|, sicer je x|z’

1.3 Nacelo vsote in produkta

TIzrek. Nacelo vsote. Naj bosta A, B mnozici. Ce sta disjunktni, |AU B| = |A|+|B|. Ce nista nujno disjunktni,
velja |AU B| = |A| + |B| — |AN B|. Splosneje: Ay, ..., A, disjunkine = |Up_; Akl = > 1 |4kl

Interpretacija: Ce so elementi mnozice bodisi tipa 1 bodisi tipa 2 (ne pa obeh hkrati), je skupno $tevilo
vsota Stevila elementov tipa 1 in Stevila elementov tipa 2.

Izrek. Nacelo produkta. Naj bosta A, B mnoZici. |Ax B| = |A|-|B|. Splosneje: Ai,..., A, mnoZice =
=y Aw| =TIy Al

Izrek. Interpretacija: Izberemo element iz A na toliko nacinov, kolikor je elementov A, nato Se neodvisno od
prve izbire izberemo element iz B itd.

Zgled. Primeri.

e oblacenje. Bodisi formalno bodisi neformalno (pravilo vsote). Formalna oprava sestoji iz ene izmed
enajstih srajc in enih izmed petih hla¢, neformalna pa iz ene izmed devetinpetdesetih majic in enih izmed
stirih kavbojk (pravili produkta). MoZznih oprav je torej 11 -5+ 59 - 4 = 55 4+ 236 = 291.

e n—mestna Stevila, ki vsebujejo Stirico in same razli¢ne Stevke. Stirica je lahko na enem izmed n mest
(pravilo vsote). Za preostale Stevke pa uporabimo varianto nacela produkta, kjer $tevilo moznih izbir ni
odvisno od prej izbranih elementov. Iskanih Stevil je ﬁ +(n—-1) (1317_'%1)! (levi ¢len za $tirico na prvem
mestu, desni ¢len za Stirico na preostalih n — 1 mestih).

e figure pri Sahu razporedimo po 1. vrsti: 8 za tekaca 1 in 7 za tekaca 2 (skupaj 56/2 — tekacev medsebojno
ne lo¢imo), 6 za konja 1 in 5 za konja 2 (skupaj 30/2), 4 za trdnjavo 1 in 3 za trdnjavo 2 (skupaj 12/2),
56 . 30 .

2 za kraljico in 1 za kralja (skupaj 2). Torej je moznih razporeditev % - 5 1—22 -2 = 5040.

e Fischerjev naklju¢ni 8ah (chess960). Figure so nakljuéno razporejene po prvi vrsti z naslednjimi omeji-
tvami: tekaca sta na razli¢nih barvah, kralj je med trdnjavama (da dopustimo rosadi). 4 za tekaca 1 in
4 7a tekaca 2, 6 za konja 1 in 5 za konja 2 (skupaj 30/2 = 15), 4 za kraljico in 1 za trdnjavi in kralja
(preostanejo le e tri nedodeljena mesta). Torej je moZznih razporeditev = 4 -4 - 15 - 4 = 960.

e dokaZi |2A’ = 241 za konéno mnozico A ~ najdi bijekcijo ® med {O,I}IA‘ ={0.. (2“4') —1} in 24
® ' (B)={a; € A;B; =1}, ®(B) = (a1 € B,as € B,...,a, € B). Velja ® 1o® =idin ®o &~ ! = id.
S kombinatoriko pa lahko to dokazemo malce bolj intuitivno. Za vsak element se odlo¢imo, ali je v
podmnozici ali ne. 2 izbiri za vsakega in izbire so neodvisne = 214/,



Definicija. Permutacija X je bijekcija X — X. Mnozica permutacij X je SX ah S (X). Mnozica permutacij [n]
je Spy ali Sy,. Permutacijo zapiSemo z dvovrsti¢no notacijo, primer: ( 9 4 3 1 g ) ali pa z enovrsti¢no,

primer: 2 4 3 1 5.

Definicija. a, ~ b, ((an),cy je asimptotsko enako (by,),cy) € limy, o0 Z” =1.
Definicija. n!l=n-(n—1)!zan>1,0'=1
Izrek. Velja |S,|=n-(n—1)-----(n—(n—1)) =n!
Dejstvo. Stirlingova formula. n! ~ (%)n -\2mn, kjer ~ predstavlja asimptotsko enakost.
Permutacije lahko medsebojno komponiramo. Temu pravimo mnozZenje.
Zgled. 4 1 3 2 501 4 3 5 2 =42 3 5 1
Izrek. Za A mnoZico vseh permutacij neke mnoZice je (A, o) grupa.
Dokaz. Dokazimo le asociativnost, obstoj enote in inverz:
e (rog)or=mo(poT)
e toid=idom =T

eVrcAdre As:ror=17o0om=1d

O
Pripomba. Velja |S,| = n!. Naj bo 7 € S,, k € [n]. Oglejmo si zaporedje k,7k,n%k,.... Po Dirichletu
i > j 27t (k) = 7/ (k) = 7/~ (k) = k in imamo cikli¢no zaporedje k, 7k, 72k, ..., k. Cikel oznacimo z

(k, 7k, ... m= " 1k).

Posledica. Vsaka permutacija je produkt disjunktnih ciklov.

1 2 3 4 5 6 7 8
(4 2 7 6 3 8 1 5)_(174a6a8757377)(2)_(1547678a5a357)

Disjunktni cikli medsebojno komutirajo. Cikel je invarianten za cikliéno shiftanje/zamikanje/vrtenje. Do vr-
stnega reda ciklov in znotrajciklicne ureditve je zapis permutacije kot produkt disjunkinih ciklov enolicen.

Trditev. Naj bosta N, K mnozici, [N| =n, |K| = k.
1. Preslikav iz N v K je |[KN| = |[K|[N = &

2. Injektivnih preslikav iz N v K je k(k—1)(k—=2)---(k—n+2)(k—n+1) = (kf!n)! =: kK (pravimo k

na n padajoce)
Dokaz. Intuitiven dokaz. Naj bo N = {x1,...,2,}
1. Za vsak x; imamo k izbir, kam se bo preslikal in izbire so neodvisne: k- --- -k = k™.

2. Za x1 je k izbir, za x5 je k — 1 izbir itd. Ce je |K| > |N|, bomo na neki tocki vse skupaj mnozili z 0 in
dobili 0, s ¢imer ustrezamo Dirichletu.

Formalnejsi dokaz. I8¢emo bijekcijo med KV in [k]". W (f) = (j1,...,jn), kier f (z;) = y;,.
1. Formalno prestejemo urejene izbire n elementov iz mnozice [k] s ponavljanjem — variacije s ponavljanjem.

2. Formalno prestejemo urejene izbire n elementov iz mnoZice [k] brez ponavljanja — variacije brez pona-
vljanja.

O
Pripomba. Za k = n so injektivne preslikave s tudi surjektivne in s tem bijektivne: n = n!.

Definicija. Oznaka k" =k (k+1)(k+1)---(k+n —2)(k+n— 1) pomeni k na n naras€ajoce.



2 PodmnozZice in nacrti

2.1 Binomski koeficienti

Definicija. Naj bo k,n € N, A mnozica. (‘2) ={B C A;|B| =k} ZDB vse k—elementne podmnozice A.

Zgled. () = {{1.2},{1,3} . {14} {2.3} . {2.4} . 3,4}}, (}) = ({L.2.3.4}}, (V) = {1}, {2}, {3}, {4}},
() =ty =10y, () =0 =0U () =2*

Definicija. Binomski koeficient/simbol. Naj bo n,k € N. (}) = ‘([Z]) ’ Reemo n nad k (angl. n choose k).

Zgled. (3) =1, (}) =n, (5) = "(”271) (neurejeni pari)

Trditev.
n _(n
n—k) \k
Dokaz. Bijekcija ® : ([Z]) — (n[ﬁ]k) s predpisom @ (B) = B® in &1 (B) = BC. O
Trditev.
<n> :f: ﬁlk)' 0<k<n
k k! 0 ; sicer
Dokaz. Dva naéina.
1. Izberemo 1—elementne podmnozice na n nacinov, 2—elementne na n (n — 1) nacinov, ..., k—elementne na

nn—1)---(n—k+2)(n—k+ 1) nac¢inov. Delimo s Stevilom permutacij [k], ker vrstni red elementov v
mnozici ni pomemben. Podmnozic je torej ’;C—%

2. Prestejemo urejene izbire brez ponavljanja na dva nacina:

(a) nk: Izberemo k elementov, za prvega imamo n moznosti, za drugega n — 1, ...

(b) k! (}): Izberemo k—elementno podmnozico in ji dolo¢imo vrstni red.

kg ("
=>n k! (k‘)

Cek<0alik>nje(Z):O,sicer”k—f-%:ﬁ%'

Zgled.

1 .9.
0 o 10 :1098:120
7 3 6

Trditev. Rekurzivna zveza za binomske koeficiente:

n n—1 n—1
e ()= (214 (7Y)
Dokaz. Dva nacina:

1. Racunsko.

<n1> (nl)z(nl)k_l m—1% k-4 m-1%F k-2t m-10)" m—1-k+1)

k-1 2 G—0r T wm i = i =

(n—1)*=t (K + n=1=441) _(n— DELy ket (n>
k! k! k!

- “\k

2. Bijektivno z nacelom vsote. Vzemimo poljubno kfpodmnoiicﬂ [n]. Klasificirajmo jo glede na vsebnost
n na dve o€itno disjunktni podmnozici:

n—l)

(a) n je element te podmnozice. Takih je (k_l .

1k—elementno podmnozico



(b) n ni element te podmnozice. Takih je (";1)
Bu{n} ;|B|=k-1
B ;|Bl =k

O

Formalno is¢emo bijekcijo @ : ([Z]) — ([Zj])u([”;”). Predpis @ (B) = B\{n}, ®71(B) = {

/) Mfoqug(w oc; Gggqub

&t«uff*{

Slika 1: Pascalov trikotnik

,QO ([Z]>

Izrek. Binomski izrek. Za a,b elementa komutativnega kolobarja (polja) in za n € N velja

Pripomba.

~(n\ _ n "y [n] disjunktne
Z(k)—2 g0<k>—2 —

k=0

= ‘2[”]

n

(a+b)" Z( ) a™ kb,

Dokaz. Ve¢ naéinov.

1. Induktivno. Bazan=0: 1 = (8)a0b0 =1. Korak n — 1 — n:

(@+b)"=(a+b)"""(a+b) L <§ (” ; 1) a"‘l_kbk> (a+b)= "f (” ; 1) a”—kbk+§ (” ; 1) anikphtl =

k=0 k=0
.. v desni vsoti naj bo k' =k +1 ...
n—1 n
o n—1 —kik n—1 —k' k'
—Z( ) ) s (k1> W
k=0 k=1

.. levo zgornjo mejo povecamo za 1, desno spodnjo zmanjSamo za 1, s ¢imer dodamo le dva nic¢elna ¢lena.
vezano spremenljivko &’ preimenujemo v k ...

_n n—1\ . —~ (n—1 n—kk_n n—1 n—1 n—lk_n N\ n—1:k
_Z( i )a b—f—Z(kl)a b—z i + b1 a b—z ka b
k=0 k=0 k=0 k=0

2. Enako kot prej, le da se ne utrujamo z mejami. Vse meje razsirimo na vsa cela Stevila in s tem le dodamo
neskoncno nicelnih ¢lenov. Baza n = 0 velja kot prej. Korak n — 1 — n:

(@) =(a+b)" " (a+b) = (Z <” . 1) a”_l_kbk> (a+b) =% (”; 1) RS (" . 1) 1k
k

k k

6



.. zamaknemo k := k + 1 v desni vsoti ...
_ n—1\ n—1\ ko n—1 n—1 n—kpk _ N\ n—kpk
—Xk:< i >a b—l-zk:(k_l)a b—zk: i + b1 a b—zk: ka b

3. Kombinatori¢no. (a+0)" = (a+b)----- (a+b). Po distributivnosti je to vsota ¢lenov, ki so produkt
enega Clena iz prvega oklepaja, enega iz drugega, enega iz tretjega, itd. Ce smo k—krat izbrali b, smo

n — k—krat izbrali a (skupno imamo n izbir). Torej je vsak ¢len oblike a”_kbk, 0<k<n. Clen a™*b*

dobimo na (Z) nac¢inov, ker moramo izmed n oklepajev (faktorjev) izbrati tistih k, pri katerih vzamemo b.

O

Posledica. (1+2)" =Y7_; ()" Zaz=1:2" =37 (7). Zaz=—1: 0" =S 7_; (~1)" (1) = 8.

1 5i=j

Definicija. Kronekerjeva delta. §; ; := {O oy
tF ]

Trditev. ¥n > 0: >, o4 (3) = Y1 (3) ZDB stevilo lihih podmnoZzic neprazne kon¢ne mnozice A je enako
Stevilu sodih podmnozic A.
BU{u} ;u¢gB

Dokaz. Izberemo in fiksiramo poljuben element u € A. Bijekcija @ (B) = .
B\{u} ;ueB

2.2 Izbori

Imamo n kroglic, k jih izberemo. VpraSamo se, ali je vrstni red pomemben in ali kroglice med izbirami vracamo
v boben (nabor moZnih kroglic za novo izbiro).

’ H s ponavljanjem \ brez ponavljanja
vrstni red je pomemben — variacije nF nk
vrstni red ni pomemben — kombinacije ("*:71) — 1< <<~ <, <n (z) — 1< <ig <~ <ixg <n

Tabela 1: Izbori
Dokaz. Dokazujemo, da je kombinacij s ponavljanjem ("H,j_l). I8s¢emo Stevilo resitev sistema 1 < 47 < 4p <
coo <k <nm. Najbo j; =141, jo =i+ 1, jg =43+ 2, js =14+ 3, ... jr =1+ k—1. Dobimo sistem
1<j1 <jo<---<jr <n+k—1,Kkiima enako resitev kot prvotni sistem. Ta sistem pa ima ("Jr’,j*l) resitev
(kombinacije brez ponavljanja).

Zgled. Primer za n = 3, k = 3: Kombinacije s ponavljanjem: 111, 112, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333.
Kombinacije brez ponavljanjazan:=n-+k—1=2>5, k =k = 3: 123, 124, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345.

2.3 Kompozicije

Definicija. Naj bo n € N. Pravimo, da je (\1,...,);) € N' (vrstni red je pomemben), Vi € [I] : \; > 1,
kjer 22:1 \; = n, kompozicija Stevila n. Pravimo, da je (Ai,...,)\) € N (vrstni red je pomemben), kjer
Zizl A\; = n, Sibka kompozicija Stevila n. A1, ..., \; so ¢leni kompozicije, [ je njena dolzina, n pa njena velikost.

J(1,2),(1,1,1), kajti3=3=2+1=14+2=1+1+ 1. Ena sibka

Zgled. Vse komporzicije n = 3: (3),(2,1) ), (1,1,1)
(2,0,0,0,1,0,0,0), kajti 3=24+0+0+0+14+0+0+0.

kompozicija n = 3 (vseh je neskonéno):
Vprasanje. Koliko je kompozicij za dan n?

Izrek. Stevilo kompozicijn = 2""' zan > 1. Stevilo kompozicij n dolZine k = (Zj) zan>1,k>1.

Dokaz. Kompozicijo si predstavljajmo kot kroglice in pregrade: 4+2+2+3+1~ocooo|oo|oo|looo]o.
Komporzicija gtevila n: n — 1 moznih pregrad = vsi dvojigki nizi dolzine n — 1 = 2"~!. Da bo k ¢lenov, moramo
vstaviti (izbrati mesta za) k — 1 pregrad: (Zj) moZnosti. O

n+k:71) ]

Izrek. Stevilo Sibkih kompozicijn > 1 s k> 1 éleni je ( o1

Dokaz. Ve¢ naéinov.



1. Kroglice in pregrade. Ker so ¢leni lahko nicelni, je lahko tudi ve¢ pregrad zapored brez kroglic vmes.
Imamo torej n + k — 1 ,mest“. Na vsakem mestu je lahko bodisi kroglica bodisi pregrada. k — 1 mest za

pregrade izberemo na (";gf Il) nacinov. Kroglice so na preostalih mestih.

2. IsCemo §tevilo resitev enacbe 21 + -+ 2 = n (Vi € [k] : ©; > 0). Vzemimo Vi € [k] : y; == x; + 1.
Sedaj je y; > 1 in velja y; + -+ + yx = n + k. To pa so obiajne kompozicije Stevila n + k s k ¢leni:
+E=1y k-1 _ (ntk—1\"
(nk—l ) - (7z+kn—1—(k—1)) - (n n ) resitev.

3. Kombinatoriéno. Opazimo podobnost formule za Stevilo §ibkih kompozicij in Stevilo kombinacij s pona-
vljanjem? x; ponazarja, kolikokrat izberemo i—to kroglico: z; € {0..n}. k predstavlja $tevilo izbranih
kroglic, n pa $tevilo razli¢nih kroglic. Izmed k razli¢nih kroglic izberemo n kroglic s ponavljanjem (vsako
kroglico od 0 do n—krat).

O

2.4 Nacelo vkljucitev in izklju¢itev — NVI (angl. principle of inclusion and exclu-
sion — PIE)
ANB=0=|AUB|=|A|+|B|
|AUB| = |A|+|B| - |[AN B|
[AUBUC| = |A|+|B|+|C]—|AnB|—|ANC|—|BNC|+|AnBNC|

Izrek. Naj bo Ay,...,A, C A in M = {A,...,A,}. Za poljubno I C [n] oznacimo A; = )
Agaasy = Ao N Ay N Ag). Tedaj

ser Ai (npr.

U Ai| = 1Ax]+ - |An] = [A1 N Ao =+ = [An 1 N An| + A1 N Ap 0 A + -
=1
— AN Ay N AN Ay|+ - — - T+ (D)™ A NN A =
nooo N 0 X # -
=2 DT Y A0 n Al =) (-1 Y { Vo e | = 20 DAy
i=1 1<j1 < <ji<n i=1 xeon | (Mvex Y s sicer 0AIC[n)

Dokaz. Naj bo z € |J_; A; poljuben. Denimo, da je z element natanko m (gotovo > 1) mnoZic izmed
Ay, ..., A,. Koliko je potem doprinos x k vsoti na desni?

(0= OO0 () 6)-())-()-
06 ()) ()= () () (0)- () () ) ()-

Uporabimo dejstvo, da je [Stevilo lihih podmnozic enako stevilu sodihl

1
- m m m + + m, - 1
o 0 2 3 0/

Vsak element smo Steli natanko enkrat. O

Izrek. NVI, druga verzija.

=Y ~'"ay]

1C[n]

ol
1=1

Dokaz. Pri zadnjem enacaju uporabimo dejstvo, da je prazen presek univerzum (Ay = A).

g

n

U

i=1

=141+ Y 0"Ma =3 ) Ay

0#£IC[n) IC[n]

n
N4
i=1

Zgled. Naloge.



1. Prestej permutacije brez negibnih tock v S,,. a9 = 1, a1 = 0, a2 = 1, ag = 2 = |{(132),(123)}],
as = 6= |{(1234), (1243) , (1324) , (1342) , (1423) , (1432)}], ...

Naj bo A == S,,, A; = {w € S;7 (i) =i} ZDB vse permutacije, kjer je 7 negibna tocka. I§¢emo torej
Nie, AS = {7 € S,;7 nima negibne tocke}. Izra¢unajmo moéi presekov:

|A;| = (n— 1)1, |[A; N A;] = (n—2)!, ..., splodno: |A;| = (n — |I|)!

an =3 (DA = 30 (1) (-1 =

IC(n] IC[n]

.. imamo odvisnost le od mo¢i I, ne pa tudi od vsebine I. Mo¢ i se ponovi (7;) —krat ...

—Z - t(7) = g <y G

2. Kaksna je verjetnost, da je nakljuéno izbrana permutacija brez negibne tocke?

N RN G )
R -

n

: % T — ooz
Velja namrec¢ e* = 3~ .

3. Prestej surjekcije [n] — [k].

A= (k)
Viek:Aj={f:[n] = [k];Vie {La}: f()#i} ={f:[n] > K]\ {i}}
4] = (k= 1)"

A Ay ={f :[n] = [K\ {3, 53}
[Ai N Aj] = (k—2)"

Ap=A{f:[n] = [KI\ 1}

|Arl = (k — |1))"
k k & »
7+ [n] = [K]: f surjekeija}] = [()AS| = 3 ()T k= 1)" =Y (- (k) SERDPIC Jjn<’?>
i=1 IC[k] i=0 j=0 J

4. Koliko je surjekcij v mnozZico z 2 elementoma? k = 2. 6,0 —2+42". S tremi? k=3. =6, 0+3—-3-2"+3"

Definicija. Eulerjeva funkcija ¢ (angl. totient function). ¢ (n) = |{i € [n];gcd (i,n) = 1}| ZDB &t. elementov,
ki so manjsi ali enaki n in tuji n.

Tabela 2: Eulerjeva funkcija ¢

Pripomba. Za prastevilo p velja ¢ (p) =p—1, ¢ (pz) =p>—p, ¢ (pk) =pr—pht=pF ( — l).
Trditev. 3, ¢ (d) = n (vsota slik s ¢ deliteljev n je n).

123 ni,okrajsajmo, kolikor se le da. Primer: &, 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
lzoklaz1 ?glgjmlo s; myny oy = in okrajajmo, kolikor se le da. Primer: 15, 75,75, 155 157 157 137 13> 19> 197 197 15

T3 e T MozZni imenovalci so delitelji n, moZnih Stevcev z imenovalcem d pa je ¢ (d).
Ce torej grupiramo te ulomke (skupaj jih je n — desna stran enacbe) po imenovalcih (deliteljih), bo pri vsakem

delitelju ¢ (d) ulomkov (leva stran enacbe). O



Izrazimo ¢ (n). Naj bon = pi* - ----p* in Vi € [k] : oy > 1. A = [n]; Vi € {L.k} : A =

{veékratniki p; v [n]}. Presek komplementov so Stevila, tuja n. |A4;| = L’TJ = o= (kajti ps|n), [4; N Aj| = S22,
[Ar| =

[Lierpi

o)=Y (W = Y () v Cot I

IC[k] i1 Pi IC[k] IC[k i€l

Primer za k = 2 (Stevilo n je produkt dveh prastevil):
é(n)=n Z (_1)\1\ sz_—l —n (1 —pfl —p;l —&-p;lp;l) —n (1 —pfl) (1 —p;l)
1C{1,2} iel
Primer za sploSen & (po distributivnosti):

dn)=n(l-pi")1-p3") - (1-p;") =n I1 (1-»7")

p|n prastevilski delitelji

2.5 Multinomski koeficient in multinomski izrek

Vprasanje. Denimo, da imamo multimnoZico (mnoZico, v kateri dovolimo ponavljanje elementov) M =
{191,202 . n%} (i—ti element se ponovi a;—krat). Primer: M = {1,1,1,2,3,3} = {13,21,32}. Koliko
je permutacij multimnoZice?

Naj bo N = Y | a;. Enice razporedimo na ((Jl\i) nacinov, dvojke na (Na_:l)

Skupaj je permutacij torej

, trojke na (N_'“_“z), itd.

as

1
N\ /N —a1\ (N —a1 — as N—-—a— - —ap_o=0an_1+an N—a1— —Qp=T= ayp _
aq as as Ap—1 Qnp B
(a1 + -+ +ap)! as 4+ Gn)! (an—1 + ap)! M N1 1 I (a1 +-+ap)! N
- al(ara,)! a2l (a3 + -+ ap)! an—1' (g a'g" ar az a3 1 al-anl-an! \an...,ay

Drug nadin razmi$ljanja (intuitiven): PonavljajoCe elemente sprva tretiramo kot razli¢ne (N! na¢inov), nato
pa delimo s fakultetami frekvenc posameznih unikatnih elementov, saj teh elementov nocemo razlikovati.

(ac:_bb) _ (an!rb!b)! _ (al—b) _ (a—;—b)

Izrek. Multinomski izrek. Kako razpisati multinom na n—to potenco:

(1 4+ )" = Z ( ! )lelx;ck
11y

i1+ i =n;i1,...,ix >0 (Sibke kompozicije n dolZine k)

Pripomba.

2.6 Nacrti in t—nacdrti

Definicija. S C X x Y je relacija. Za v € X iny € Y velja Sy < (x,y) € S. Za z € X oznacimo
v (S) = [{y € Y;2Sy}| (stevilo kljukic v vrstici ). Za y € Y oznacimo s, (S) = |[{z € X;2Sy}| (Stevilo
kljukic v stolpcu y).

Velja [S] = -, cx vz (5) = 2, ey sy (S)- Kdaj se zgodi, da je Vz, 2’ S X v, (S) = vy (9); tedaj oznacimo
kar v (S) in analogno za s (S) in tedaj velja > v, (S) = v (S)|X]. Ce to velja za stolpce in vrstice, velja
v(9)-[X]=5(5)-[Y].

Zgled. Dva primera.

1. Trianguilacija ravninskega grafa je ravninski graf in zanjo velja, da so vsa lica 3—cikli. Za vsak ravninski
graf je mo¢ najti triangulacijo ravninskega grafa. Naj bo G triangulacija ravninskega grafa. Za relacijo
S = EG x FG s predpisom eSf < e € f velja Ve, e/ € EG : v, (S) =ve (S)=2inVf, f' € FG:s4(S) =
s (S) =3. Torej v(S) =2in s(S) =3, sledi 3|F| =2|E|.

2. Koliko deliteljev ima v povpredju stevilo n? Naj bo S = [n] X [n] s predpisom zSy < z|y. Velja s, (S) =
stevilo deliteljev y in v, (S) = [2]. Y20, [#] = Y27 8t del. j. Koliko je povpregje?

x

n

. k k 1 . .
— Z #del.j asimptofsko enako. 2 Z’n/ Z — = H,, = n — to harmoni¢no Stevilo

7
jl 11 i=1

lim H, =In(n)

n—oo
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Motivacija za nacérte Podjetje ima izdelek v ve¢ razli¢icah in ga testira na ve¢ potro$nikih. Zahteve:
1. ho¢emo, da vsak potrosnik testira enako razlicic.
2. ho¢emo, da je vsaka razli¢ica enakokrat testirana.

Temu pravimo naért. Sledi formalnejSa definicija, kjer je Stevilo potrosnikov b, stevilo razli¢ic v, k stevilo razli¢ic
na potroSnika, A pa Stevilo potrosnikov na razli¢ico.

Definicija. B = {Bjy,..., B} je nafrt s parametri (v,k, \), ¢e velja By,..., By C [v], Vi € [b] : |B;| = k,
Vi € [v] 3 natanko A mnozic, v katerih je ¢ vsebovan.

Ce si predstavljamo relacijo S C [v] x B s predpisom iSB; < i € Bj, zanjo velja v (S) = X in s(5) =k,
torej v- A=k -b.

Pripomba. Potreben pogoj za nacrt je, dajev-A=k-b,dak|v-Aindab < (Z) == % < (Z) = Wlk)‘ =A<
(v—1)!
B = (J71) (stevilo k—elementnih podmnozic [v], ki vsebujejo )
KP(v—k)!

Izrek. Nacrt s parametri (v,k,A\)J < A < (Z:%) A Eklu.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.
(=) Ze dokazano v zgornji opombi (potreben pogoj).

(<) Po predpostavki A < (}77) A k|vA. Npr. v =8,k =4, A = 3 ustreza 4/8 -3 in 3 < () = 35.

<
Izberimo poljubnih b razli¢nih k—podmnoZic [v]. To lahko storimo, ker je b = % < %(Z:}) = (Z)
Vzamemo npr. 1234, 1356, 1567, 1568, 2356, 3457. Z \; ozna¢imo, v koliko blokih je i. Tedaj A\; = 4,
Ao=2,A3=4, \y =2, A5 =5, \¢ =4, A\7 =2, A\g = 1. To ni nacrt.
k kljukic Ze je v vsakem stolpcu, a v vsaki vrstici ni enako kljukic (v i—ti jih je A;). Velja >0 \; =
k-b=Xv = Z:Tl)‘ =X =X\ CeVie[v]: \; =\, imamo nacrt in smo koncali, sicer vzamemo i
in j, da A\; < A < A; (gotovo 3 zaradi razmisleka o povprecju).
Bloki so stirih disjunktnih tipov: I :4,j € B, Il :i ¢ B,je B, IIl:i€ B,j¢B,IV:i¢ B,j ¢ B.
Velja \; = [I|+ |[III|, \; = |I|+|II|. Vemo A\; < A\; = |III| < |II| = gotovo 3 vsak en blok tipa I1.
Treba je Se dokazati, da obstaja blok tipa I1, kjer pri menjavi elementa j z elementom ¢ dobimo blok,
ki Se ne obstaja. Vemo, da je blokov tipa II gotovo ve¢ od blokov tipa I11. Po nasi menjavi dobimo
iz bloka II blok II1. Ker je blokov tipa II ve¢ od blokov tipa I1I, 3 blok tipa II, da ob menjavi
dobimo nov blok tipa 111, ki Se ni med poprejsnjimi bloki — je nov.

Zakaj se algoritem ustavi? ZLﬁJAZ — Al je na vsakem koraku za 2 manjSa. Ko je vsota enaka 1
(nedosegljivo stanje, kajti tedaj A; # A) ali 0, se ustavimo in imamo naért.

O

Definicija. t—na¢rt. B = {Bj,..., By} je t—nadrt s parametri (v, k, \;) ,Ce se ne le vsak element pojavi t—krat,
temvet se celo vsaka t—elementna podmnozica [v] pojavi natanko t—krat ZDB B je na¢rt in VA C [v],|A4| =t :
A C Bj za natanko ), indeksov j.

Pripomba. Nacrt je isto kot 1—nacrt. t—nadcrt je posploSitev nacrta.
Zgled. Primeri.

1. Fanova ravnina.

Slika 2: Fanova ravnina za v =7
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Zapisi vse tocke, ki lezijo na isti premici, kjer je moder krog tudi premica. 123, 156, 147, 257, 345, 362,
264. To je nacrt in hkrati 2—nacrt s parametriv =7, k=3, A\ =3, Ao = 1.

2. 3—nadrt s parametri (8,4,1): 1235, 1248, 1267, 1346, 1378, 1457, 1568, 2347, 2368, 2456, 2578, 3458,
3567, 4678. To je tudi 2—nadrt s parametri (8,4, 3) in tudi naért s parametri (8,4,7). Ni pa 4—nadrt
({1,2,3,4} ni v nobenem bloku).

Izrek. Ce je B t—nacrt s parametri (v,k, ), je tudi (t — 1) —nacrt s paramatri (v,k, \—1), kjer je \e—1 =

v—(t—1
At - kngg-

Dokaz. Najbo S C [v],]|S]| = t—1, A\s := v koliko blokih je S vsebovana. Najbo R C [v] x B relacija s predpisom
iRB; < i ¢ SASU{i} C B;. Razlaga: S je t — 1 elementna mnozica, SU{i} za ¢ € S je t—elementna mnozica.
Zanjo po predpostavki vemo, da je v \; blokih.

V vrstici je za dani ¢ 0 kljukic, ¢e i € S, sicer (¢e i ¢ S) pa A kljukic. Vrstic s kljukicami je v — (¢t — 1).
Vseh vrstic je v, v t — 1 vrsticah velja, da je x € S. Torej je skupaj kljukic A\; (v — (¢ — 1)), ¢e prestejemo po
vrsticah.

V stolpcu je za dani B; 0 kljukic, ¢e S € Bj, sicer (¢e S C B), bo iRBj, ¢ejei ¢ Sini C B;. V B jek
elementov, v S jih je t — 1, torej je v vsakem stolpcu k — (¢ — 1) kljukic. Stolpcev s kljukicami je A\s (S C B;).
Torej je skupaj kljukic (k — (t — 1)) As, Ce prestejemo po stolpcih.

Moo= -1)=(k—-(0E—-1)) A
)\t(v—(t—l))

(k—(t—-1))
At—l = )\s

:)\S

3 Permutacije, razdelitve, razclenitve

3.1 Stirlingova Stevila 1. vrste
Definicija. ¢ (n, k) = Stevilo permutacij n elementov, ki imajo & ciklov.

Zgled. c(3,1) = 2, ¢(3,2) = 3, ¢(3,3) =1, ¢(42) =4-2+3 =11, ¢c(n,n) = 1, c(n,n—1) = (}),
c(n,1) = (n—1)!, ¢(n,0) = do,n, >_; c(n, k) =n! (vse permutacije n elementov).

Trditev. c(n,k)=cn—1,k—1)+c(n—1,k)-(n—1)
Dokaz. Permutacije v .S, s k cikli lo¢imo na:
e take, ki vsebujejo cikel (n) (n je negibna tocka): teh je ¢(n — 1,k — 1)

e take, ki ne vsebujejo cikla (n): teh je ¢ (n — 1,k) - (n — 1). Ce n odstranimo, se Stevilo ciklov ne sprementi,
vendar ga ne moremo vstaviti nazaj enoli¢no, temve¢ na n — 1 nacinov.

[nk[[of1]2]3]4]5]
0 [1[0[0]0]0]0
1 0[1]0][0]0]0
2 [0[1[1][0]0]0
3 Jo[ 23 1]0]0
1 [[0]6 11610
5 0] 24[50 35101

Tabela 3: Tabela Stirlingovih Stevil prve vrste.

Izrek. Y, _,c(n, k) zk = 2™

Zgled. n=3: 22" + 32>+ 12 =2 (2* + 32+ 2) =z (z + 1) (z + 2)

12



Dokaz. Indukcija pon € Nyg. Bazan=0: 1 =1. Korakn —1 — n:

xﬁ:mm(aﬁ—&—n—l) I':P'"z_:c(n—l,k‘)xk(x—l—n—l):Zc(n—1,k;)xk+1+2(n—1)c(n—1,k)a:k:
k=0 i k
:Zc(n—Lk—l)xk—&—Z(n—l)c(n—l,k)xk:Z(c(n—l,k—1)+(n—1)c(n—1,k))xk:Zc(n,k)xk
k k k k

O

Zgled. x = 1: stevilo permutacij z vsemi $tevili ciklov = )", ¢(n, k) = 2™ = 1" = n! = vse permutacije.

3.2 Stirlingova Stevila 2. vrste in Bellova Stevila

Definicija. Razdelitev ali razbitje (ali particija) (angl. set partition) mnozice A je mnoZica mnoZic (pravimo
jim bloki) {Bj, ..., By}, da velja:

o Vic[k]: B #0
0Vi7k6[k]:i7éj:>BiﬂBj:@
i Uf:lBi:A

Definicija. Stirlingovo $tevilo druge vrste S (n, k) je Stevilo razdelitev mnozice [n] s k bloki. Bellovo Stevilo
B (n) je $tevilo vseh razdelitev [n].

Zgled. S (4,2) =7;{1,2,3,4} razdelimona {{_},{ , , }} x4, {{_, }.{_, }} x3 (fiksiramo enko v prvi
blok, imamo 8e tri izbire za njeno sosedo, v drugem bloku so nato enoli¢no dolo¢eni elementi)

[n] B(n) |
1 1

2 2

3 5

4 S@E1)+5(4,2)+54,3)+544) =1+716+1=15

Tabela 4: Bellova stevila

Pripomba. S (n,0) =8y, S(n,n) =1, B(n) =3, 5 (n,k), S(n,n—1) = (})
Trditev. Rekurzivna zveza. S (n,k) =S (n—1,k—1)+k-S(n—1,k), B(n+1)=>7_, (})B (k)
Zgled. B(4)= ()BO)+ () B+ ()BE2)+()B@B)=1-1+3-1+3-2+1-5=15

Dokaz. Lo¢imo vse razdelitve [n] s k bloki na dve disjunktni podmnozici:

e {n} je blok: takih je S(n— 1,k —1)

e {n} ni blok: takih je S(n—1,k) -k — -k ker lahko v razdelitev [n — 1] na k blokov n vstavimo na k
nac¢inov (v enega izmed k blokov)

Vse razdelitve [n + 1] — Bellova Stevila: Naj bo n + 1 v bloku s $e k elementi, 0 < k < n. Tedaj]

n

B(”+1)Z<Z)B(n+lk1)

k=0

.. za rekurzijo si oglejmo razdelitve brez bloka z n + 1. (Z) predstavlja izbiro elementov, ki so Se skupaj z n ...

- kz: (Z) B (n — k) *me v drmse smer i (n " k) B(k) = g:o (Z)B (k)

k=0
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I B(n) (vsota po vrstici) |

1
1
2
)
15
52

| W= OO N
[l K ==) K== Rewl Han] | SN
= OO O O Off Ut

(o] Henl Nen) Neol Renl B | Ran)
el i =l

—
ot
[N
ot
=
(]

Tabela 5: Stirlingova Stevila druge vrste

To nas spomni na ekvivalen¢ne razrede.

Definicija. Ekvivalen¢na relacija je refleksivna (x ~ x), simetri¢na (z ~ y = y ~ x) in tranzitivna (x ~ yAy ~
z2= T~ 2).

Pripomba. MnoZica razpade na ekvivalenéne razrede, ki tvorijo razdelitev. S (n,k) je Stevilo ekvivalen¢nih
relacij na [n] s k ekvivalenénimi razredi. B (n) je $tevilo ekvivalenénih relacij na [n].

Za surjekcijo f : [n] — [k] velja Vi € [k] : f~1 (i) # 0 (praslika je neprazna mnozica). Ker je f funkcija, velja
Vigjelkl:i#ji=f1EHNf13E =0in Ule f71(i) = [n]. Surjekcija pa vseeno ni isto kot razdelitev —
pomemben je vrstni red blokov.

Vprasanje. Koliko surjekcij je iz [n] v [k]? Odgovor: S (n,k) - k! — Surjekcija je razdelitev z vrstnim redom
blokov. Koliko je [4] — [2] surjekcij? Odgovor: S (4,2)-21=7-2=14

Definicija. Premestitve so permutacije brez negibne tocke.

Posledica. Od prej se spomnimo, da je Stevilo surjekcij iz [n] v [k] enako Zk (—1)k7j (k,)j", Posledicno je

k—j Jj=0 J
k —1)k—d4n
S (n,k) = S50 St

Zgled.

A 1 d0,n o1 On,0
S =5 -yt =2 Tt

Razdelimo n elementov v 2 bloka. Fiksirajmo 1 v prvi blok, za vsak preostali (n — 1 jih ostane) element pa
imamo dvojiski enum, ki pove, v katerem bloku je. —1 zato, ker mora biti drugi blok neprazen in izlo¢imo
opcijo, kjer so vsi dvojiski enumi enaki 0, d,, ¢ zato, da popravimo primer, ko je n = 0.

Izrek. Y, S (n,k)zk = an

Zgled. n=3: >, S(3,k) ek =243z (z — D)+ (z — 1) (z — 2) =z (I437 — 3+ 2237+ 2) =z (1L—3+ 2242) =
3
x

Dokaz. Ve¢ nacinov.

e Indukcija

" = za™ ! :(:C—k—i—k)ZS(n—l,k)xE:(x—k)ZS(n—1,/{)96&—&—1625(71—1,]@)3:&:
k k k

=Y S(n-1k) 43 S -1k k= S (-1 k- 1)+ Y S (n—1,k) ka* =
k k k k

=> (Sn—-Lk=1)+Sn—1,kk)aE=>"S(n k)t
k k

e Kombinatori¢no: z™: Stetje
— nizov dolzine n z elementi iz [z]

— preslikav iz [n] v [z] = ‘[x] ["]‘. Vsaka preslikava je surjekcija na svojo sliko. Oglejmo si vse slike
T C [z]:

2" = ‘ 7] [n]

= 3 s lr) T ks o () 5T s kot
k

TCz] k
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Dokaz je veljaven za = € Ny. Da dokazemo, da sta dva polinoma stopnje < n enaka, je dovolj preveriti
ujemanje v n + 1 razli¢nih tockah, kajti razlika je polinom stopnje < n, ¢e ni nieln ima < n nicel,
kar je v neskladju s tem, da se polinoma ujemata v n + 1 toc¢kah (v ni¢lah se ne). Imamo polinoma
stopnje n, ki se ujemata v co tockah, torej sta enaka. Torej je dokaz veljaven tudi za realna Stevila.

O

3.3 Lahova stevila

Imenujejo se po slovenskem aktuarju Ivu Lahu.

Definicija. L (n, k) je Stevilo razdelitev [n] na k linearno urejenih blokov. {152,3674} = {3674,152}, toda
{152,3674} # {125,3764}. Vrstni red znotraj bloka je pomemben, ni pa pomemben vrstni red blokov.

Zgled. L(4,2): {(_),(_, , )} =x4-3,{(_, ),(_, )} x3-2!-2! (enka v prvem bloku, vrstni red v 1. bloku,
vrstni red v 2. bloku) = 24 + 12 =36 = L (4, 2).

Trditev. Rekurzivna zveza za Lahova Stevila: L(n, k) =L(n—1,k—1)+L(n—1,k) - (n—1+k)
Dokaz. Lo¢imo razdelitve [n] na k linearno urejenih blokov v dve disjunktni podmnozici:
e (n) je blok: takih je L(n — 1,k — 1)

e (n) ni blok: takih je L (n—1,k) - (n— 14 k) — n lahko vstavimo nazaj bodisi za nek element (n — 1
opcij) ali na zadetek enega izmed blokov (k opcij)

O

Trditev. L (n,k) = %,‘(ij) zank>1

Zgled. L(4,2) =% (3) =36, L(n,n)=1,L(n,1)=nl, L(n,n—1)=n(n-1)

Dokaz. Prestejmo urejene razdelitve na linearno urejene bloke na dva nacina:
uredimo bloke in mnozimo z razdelitvami = k!- L (n, k) = n'(Zj) = permutacije mnozimo s kompozicijami
(pregrade)
O

Izrek. B
ZL(n,k)xE: x"

k

Dokaz. Induktivni. Baza n = 0. Korak n — 1 — n:

=" T(x+n-1)= (ZL(nl,k)xk> (z+n—-1=(@-k+Mnh+k-1))=
k

=Y L(n-1,k) 2" 4> "Ln—1,k)abn+k-1)=> Ln-1,k-1)a254+> L(n—Lk)akn+k-1)=
k k k

k
=> (L(n—1Lk=1)+L(n—1k) (n+k—1)ak=>" L(nk)z*
k k

Pripomba. Povzetek. Rekurzije:
n\ (n-—1 n n—1
k) \k—1 k
cnk)=cn—1,k—1)+(n—-1c(n—1k)
Sn,k)y=Sn—-1,k—-1)+kS(n—1k)
Lnk)y=L(n—1Lk—-1)4+n+k—-1)L(n—1,k)

Polinomske zveze:

Zc(n,k‘)xk =2z"

k
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Ce namesto x vstavimo —x:

doelmk) (=)' =3 e k) (1) = (—o)" = (=) (mo 4 1) (- 1) T (e

k k

Ce to zvezo pomnozimo z (—1)":

Z (71)"7k c(n,k)z® =22

k

In podobno za Stirlingova $tevila druge vrste:

ZS(n,k)xE:x"

k
ST ()" S (n,k) ok =an
k
In Lahova: B
ZL(n,k)xE: x"
k
> ()" L(n k)t = an
k

Velja neenakost — ocitno zaradi (ne)upostevanja vrstnega reda:

S(n,k) <c(n,k) <L(n,k)

Operacije v algebri seStevanje, mnozenje, mnozenje s skalarjem.
seStevanje+mnozZenje nam dasta kolobar, seStevanje in mnozenje s skalarjem vektorski prostor, vse troje pa
(komutativno) algebro.

Zgled. m x m matrike so nekomutativne algebre.

Zgled. R [z] je neskon¢norazsezen vektorski prostor. Ena baza je {1, x, 22, ... }, spet druga je {1, x, 22,23, ... },
Se ena je {me? mg, ... }

Pripomba. Nagih Sest polinomskih zvez nam daje prehodne matrike med temi bazami.

Definicija. (—1)”7]6 c¢(n,k) = s(n,k) (predznaceno Stirlingovo Stevilo prve vrste).

3.4 Razclenitve in eulerjev petkotniski izrek

Definicija. Razélenitev (angl. integer partition) n € Ny je zaporedje A1,...,A\;; Vi € [I] : Ay > 0, A\ > Ay >
<+ > A, A1+ -+ = n. Dodaten pogoj za razliko od kompozicij je linearna urejenost zaporedja (vrstni red ni
pomemben). \; so ¢leni raz¢lenitve, [ je njena dolZzina in n njena velikost. S pg (n) oznacimo $tevilo razclenitev
n dolzine k, s Py (n) oznacimo Stevilo razé¢lenitev dolzine < k, s p (n) pa Stevilo razélenitev n (vseh dolZin).

Zgled. Razllenitev Stevila 10=4+2+2+1+1: (4,2,2,1,1). Se ena: (5,3,1,1).

Razclenitve lahko predstavimo grafiéno z Youngovim ali Ferrersovim diagramom:

O O O O O ot
O O O W
[e]

— o= NN

Slika 3: Ferrersov diagram ene razclenitve stevila 10.
Definicija. Ce je A razélenitev, je N konjugirana razclenitev. (4,2,2,1,1)" = (5,3,1,1) ZDB pet &lenov je

> 1, trije ¢leni so > 2, en ¢len je > 3 in en ¢len je > 4 v originalni raz¢lenitvi. Predstavljamo si lahko kot
transponiranje Ferrersovega diagrama.
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Dejstvo. Velja N = X. Velja X, = |{j; \; > i}| = max{j: \; >i}. Velja |N| = |\ (velikost se ohrani),
L(N) =M\ (velikost), \| =1 ()).

Trditev 1. pi (n) = Dg (n — k) ZDB razé¢lenitev n s k ¢leni je toliko, kolikor je razélenitev n — k z najve¢ k ¢leni.

Dokaz. V desno: Odstranimo prvi stolpec Ferrersovega diagrama in pregledamo preostale razc¢lenitve. Te imajo
velikost n — k. Najvec zato, ker je drugi stolpec lahko manjsi od prvega. V levo: Dodamo en stolpec na levo s
k kvadratki. O

Trditev. py (n) = pr—1 (n — 1) +pr (n — k)
Dokaz. Oglejmo si razclenitve n dolzine k.

e Takih, kjer je zadnji ¢len \; = 1 (ZDB je drugi stolpec Ferrersovega diagrama manjsi od prvega), je
pr—1(n — 1) — odstranimo zadnji ¢len.

e Takih, kjer je zadnji ¢len \; > 2 (ZDB je drugi stolpec Ferrersovega diagrama enako velik kot prvi), je
pr (n — k) — od vseh ¢lenov odstejemo 1.

O

Trditev. pr, (n) =Dr (n — k) + Dr—1(n)

ocitno

Dokaz. Py (n) “=" pi (n) + pr=1 (n) trdigevaT .

k(n—k)+Dr_1(n)

Pripomba. Ti dve rekurziji sta precej drugac¢ni kot za kombinacije, Stirlingova Stevila obeh vrst in Lahova Stevila.
Tam smo namre¢ vselej argumente manjsali za najve¢ 1, tu pa argument manjSamo za k.

Kaj pa rekurzija za p (n)? Uporabimo nacelo vkljuditev in izkljucitev:
A = {razclenitve Stevila n}

A; = {raz€lenitve $tevila n, ki vsebujejo i kot ¢len}
|Ail =p(n —1)
|[AiNAjl=p(n—i—j)
Opomba: Va <0:p(a) =0
|Arl=p (n— Zz)
iel

po=lAl= U A = D ()4 =

0A1C n]
=p( = 1) +p(n =2 +plr=F]++p(0) pla—t=T —p(n—1-3) =+
+p(n—1—2—3)+p(n—1—2—4)—|— ....... 4o —.. =

=pn—1)4+pn—-2)—pn—-5-pn—-7+pn—-12)+pn—-15)—-pn—-22) —p(n—26)+---

Zaenkrat smo videli le koeficiente {—1,0,1}. A je to res? Izkazalo se bo, da ja. Oglejmo si en ¢len oziroma kako
pridemo do koeficienta pred njim:

—p(n=T) =pn—-7 -pn—-1-6)-pn—-2-5)—pn-3-4)+ph—-1-2-4)

Opazimo, da torej velja slednje. Ozna¢imo « (m) := Stevilo razclenitev m z liho mnogo razliénimﬂ ¢leni (v
zgornjem primeru za m = 7 bodo to {{7},{1,2,4}}) in 8 (m) = 8tevilo raz¢lenitev m s sodo mnogo razli¢nimi
¢leni (v zgornjem primeru za m = 7 bodo to {{1,6},{2,5},{3,4}}):

Rl L, RGRED N
Lema.a(m)ﬂ(m){( ) m 2 remmel

2razélenitev ima v splosnem lahko veckrat isti &len
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.. in nadaljujmo z izpeljavo rekurzije (spodnji izraz je Eulerjev petkoniski izrek):

- E o) oo £220)

k=1

Zgled. p(8) =p(7) +p(6) —p(3) —p(1).

Dokaz. Dokaz leme. Is¢emo ,skoraj bijekcijo* med mnozico raz¢lenitev m z liho razli¢nimi ¢leni in mnozico
razélenitev m s sodo razliénimi ¢leni. Zakaj ,skoraj*? Ker seveda bijekcije ne pricakujemo za vse m, le za
nekatere. Za nekatere m pri¢akujemo, da se bosta mnozici razlikovali po mo¢i za 1.

Oglejmo si primer za m = 8. Razclenitve 8 z liho mnogo razli¢nimi ¢leni so 8,521,431, razclenitve 8 s sodo
mnogo razliénimi ¢leni so 71,62, 53 (enako jih je) (glej skico).

Definirajmo bok razclenitve b () := max {i; \; = A\; — i + 1} (ZDB 3tevilo ¢lenov na zacetku, ki se manjsajo
za natanko IE[) in najmanjsi ¢len razclenitve s (A) = \j(z).

Lo¢imo dve moznosti:

1. s(A) <b(A\). V tem primeru nasa ,skoraj bijekcija“ premakne najmanjsi ¢len na bok.

2. s(A) > b(A). V tem primeru bok postane najmanjsi ¢len.

Slika 4: Skica ,skoraj bijekcije” in primera m = 8

Ta nasa ,skoraj bijekcija“ na prvi pogled na primeru res ohranja zaprtost: slikamo razclenitev z razli¢nimi
¢leni v razclenitev z razli¢nimi ¢leni in iz take s sodimi ¢leni napravimo tako z lihimi ¢leni.
Toda najdena ,skoraj bijekcija“ ne deluje, kadar:

1. s(A\) =b(N\) =1()\). Taka razclenitev je oblike k,k + 1,k +2,...,2k — 1, torej

_@2k-1)-2k (k-1)k k _k(Bk—1)
m = 5 5 =3 (4k —2—-k+1)= 2 .
Tu smo za seStevanje uporabili znano vrsto . i = ﬂn2_+1)

Slika 5: Skica tipa razclenitve [I kjer ,skoraj bijekcija“ ne deluje.

3za 0 se ne morejo manjsati, ker so medsebojno razli¢ni, lahko pa je na neki tocki med zaporednima ¢lenoma veé kot 1 razlike



2. b(A) =1(\) = s(\) — 1. Taka razclenitev je oblike k + 1,k + 2,k + 3,..., 2k, torej
2k (2 1 1 1
m = k(gJ’ )—k(k; )=§(4k+2—k—1)=—k(3k2+ ).

Slika 6: Skica tipa razclenitve [2] kjer ,skoraj bijekcija“ ne deluje.

Torej, ¢e m # ﬂ%ﬂl, imamo bijekeijo in o (m) — B(m) = 0. Ce m = Mg”;—ﬂ) dobimo bijekcijo, ¢e
odstranimo to posebno obliko, ki povzroca napako. Ta posebna oblika ima k ¢lenov. Ce je v takem
primeru k lih, imamo « (m) — 8 (m) = 1, &e je k sod, imamo a (m) — §(m) = —1.

Zakaj se to imenuje petkotniski izrek?

,;on&ﬂ(\ 9_(/"1—& O’[é’l/t: 51‘ Z NZaz

o c-‘

lf‘\(f)'&/am & %O’Zbg/ ’
2,215, L6,

Slika 7: Zakaj petkotniski izrek?

In ravno
kE(Bk+1)
2
k(Bk—1)
2

) =2,7,15,26,... nam da notranje tocke petkotnikov
keN

) =1,5,12,22,... nam da robne tocke petkotnikov
keN

3.5 Dvanajstera pot (angl. twelvefold way)

Vprasanje. Na koliko nacinov lahko razporedimo n kroglic v k Skatel?
o Ali kroglice locimo ali ne?
o Ali Skatle lo¢imo ali ne?
o Ali is¢emo vse moznosti ali le injektivne preslikave ali le surjektivne?
Zgled. Imejmo N = {1,2,3,4,5} kroglice in K = {a,b, ¢, d} skatle. Definirajmo preslikave N — K:
e f()=a, f(2)=a, f(3)=0
e g(1)=a,9(2)=b903)=a
e h(l)=b,h(2)=b,h(3)=d
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Ce nanje gledamo kot na preslikave, so vse medsebojno paroma razli¢ne. Toda

e Ce ne lo¢imo kroglic med sabo, velja f = g (a pri obeh dobi dve kroglici, b pri obeh dobi eno), g # h

(lg* (a)| =2 # 0 = |h* (a)|) in posledi¢no h # f.

e Ce ne lo¢imo skatel med sabo, velja f = h (pri obeh sta skupaj 1,2 in 3 je loGena), h # g (g (1) # g (2),

toda h (1) = h(2)) in posledi¢no f # g.

e Ce ne lo¢imo niti kroglic niti Skatel, pa f = g = h, kajti vse slikajo dve kroglici v isto 8katlo in tretjo

kroglico posebe;j.

’ N kroglice \ K skatle \ vse \ injektivne surjektivne
Loc¢imo Lo¢imo k™ k2 S(n,k)- k!
Ne lo¢imo Loc¢imo (":ﬁ;l) sibke kompozicije (Z) (Zj) kompozicije §t. n dolz. k
Lo¢imo | Ne lo¢imo Zf:() S (n,) (int) (n < k) torej € {0,1} S(n,k)
Ne lo¢imo | Ne lo¢imo Pk (n) (int) (n <k) pi (n) raz¢lenitve

Tabela 6: Dvanajstera pot

V resnici prestevamo ekvivalen¢ne razrede za dolocene ekvivalencne relacije:

kroglic ne lo¢imo
f ~N

g < J permutacijaw € S, >: for =g
skatel ne lo¢imo
Rk

g < J permutacija c € Sy, 2: 00 f =g

f niti kroglic niti skatel ne lo¢imo

~NK g < 3J permutaciji m € S,,,0 € Sy 2: 00 fomr =g

4 Rodovne funkcije (angl. generating function)

4.1 Uvod

Definicija. Zaporedje (a,), oy je preslikava N — K. Naj bo K polje — komutativen obseg (npr. Q,R,C,Z,

(p prastevilo)).

Polje je (K, +,-) za komutativni +, -, kjer je (K, +) Abelova grupa in (K \ {0}, ) prav tako Abelova grupa

ter velja distributivnost.

n—k p—krat

rat
Za K obseg veljaVn € N: 1+-.-4+1 € K. Najmanjse stevilo p 3: 1 +---+1 = 0, je karakteristika K,

piSemo char K. Ce tak pd, pravimo char K = 0.

Zgled. charZ, = p za p prastevilo.

Nasa predpostavka v tem poglavju je, da za naSe polje K velja char K = 0 (npr. Q,R,C). Torej v tem

poglavju velja
Definicija. Zaporedje je preslikava N — K, kjer je K polje s karakteristiko 0.
Kdaj re¢emo, da poznamo zaporedje?

e Eksplicitna formula: a,, = a™; b, = n!

e Rekurzivna formula: a, =2a,_1za9=1;b, =nb,_12bg=1;,F,=F, 1+ F, czFy=F, =1

e Asimptotska formula: a,, ~ b, (asimptotska enakost: lim, ZT = 1), kjer je b, neko znano preprosto

zaporedje. Recimo Stirlingova formula: n! ~ v/27mn (g)n

e Rodovna funkcija: Zio:o 2" =14 22 + 42 + 823 + .- = ﬁ (uporabimo obrazec za geometrijsko
n+1
vrsto Y p_oq* = 1_1q7q oziroma Y ¢" = 1%(1 za konvergenéni radij » € (5, 3)). Torej rodovna

funkcija zaporedja (2"),, oy je ﬁ

Vrstam oblike Y > a,2™ pravimo potenéne vrste. Iz analize vemo, da Y~ a,z™ konvergira za |z| < R, kjer

R imenujemo konvergené¢ni polmer in ga izraéunamoz R = —————
limsup,, _, o V/|an|

Ce limita obstaja.

Zgled. Izra¢unajmo nekaj konvergenénih radijev.
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o > 2mam:

0

R 1 1 i an i 1
= =— = lim = lim | —|=<
limsup,, ., /27| 2 n—oolant n—vco | 9f+1 2

o« Yoo =

1

al 1)!

Re tim |—2 | = i D (1) = oo
o >  nla™
n!
n—00 | Ap41 n—oo (n 4+ 1)!

Preverimo $e ro¢no za z = 0: ZZO:() n!0™ = 1. Torej velja, da sta naslednji vrsti enaki, ker sta definirani
le v = 0, kjer sta enaki: .00 nlz" = 320 (n!)? 2"

Torej zaporedja lahko podamo tudi kot rodovne funkcije.
V kombinatorki namesto obi¢ajnih poten¢nih vrst Studiramo formalne poten¢ne vrste.

4.2 Formalne potenéne vrste (FPV)

Definicija. Naj bo K polje in char K = 0. K [z] je mnoZica polinomov s koeficienti v K, torej
K [z] = {ao+a1x+a2x2—|—--~—|—anx”;n eN,q; € K}.

Polinom p € K [z] je preslikava p : K — K. Definiramo seStevanje polinomov

max{ni,n2}

i anx™ + i bpx™ = Z (an + bp) 2",
n=0 n=0

n=0

mnozenje s skalarjem

ni 71
n __
« g apx” = g aa,x”,
n=0 n=0

mnoZenje polinomov (konvolucijsko)

ni na
(Z anﬂf"> . (Z bn$"> = agbo + (aob + a1bo)  + (agba + arby + agbo) ¥ + - -+ + ap, by, x™ T2 =
n=0 n=0

ni+ng n ni+na
= E z" E apbp_ = E z" E a;b;.
n=0 k=0 n=0 1,j>0,j+j=n

Toda K [z] lahko definiramo tudi druga¢e — kot kon¢no zaporedje koeficientov:

K[‘T] = {(an EK)neN;anO e NVn > ng : an, :0}_

In analogno predstavimo operacije sestevanja (a, ), cx+(bn) ey = (@n + by),, > mnoZzenja s skalarjem A (ay)

neN =
(A@n), ey in konvolucijskega mnozenja polinomov (an), ey (bn)peny = (Dp—g kGn—k),cx-

Velja, da je K [z] komutativna algebra.

Definicija. K [[z]] := {(an € K), oy} je mnozica formalnih poten¢nih vrst oziroma mnoZica zaporedij. Namesto
(an)pey ali ag,a1,as,... piSemo > o ana™ ali ag + a1z + asz? + - -. Toda pozor: x tukaj ni spremenljivka.
Nikoli ni¢esar ne vstavimo v z. Poleg tega K nima nujno metrike: ne potrebujemo limite za ZZO:() in ne
definiramo konvergen¢nega polmera, a kljub temu lahko definiramo naslednje operacije:

o0 o0 o0
Z anx" + Z bpz" = Z (an + bn) "
n=0 n=0 n=0

A i anx” = i Aa,z"
n=0 n=0
(i anx"> . (i b,ﬂf”) = i cpx',
n=0 n=0 n=0

kjer je ¢ = ZZ:O apbp_p = Zmzo’ijeb a;b; = agby, + a1bp—1 + -+ -+ -+ apby in to je konéna vrsta, ki
obstaja v vsakem polju, zato je definicija dobra.
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Trditev. S temi operacijami je K [[z]] komutativna algebra.
Dokaz. Dokazimo le komutativnost mnozenja

9] o0 9] o0 Kk b 9] o0 [eS) )
omutativen obseg

g apx” |- E bpx™ | = g " E arbn—rk = & g " E brap—_r = g bpx™ |- E anpx”

n=0 n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 n=0

n=0 =

in obstoj enote za mnozenje

Z5n70x" =140x+02%2+---=1
n=0
oo (oo} n oo oo
Z apx’™ 1= z" Z (akOn—k0) = Z 1-a,2" = Z anx”
n=0 n=0 k=0 n=0 n=0
O
Definicija. Kolobar K ima delitelje nica, ¢e Ja,b € K 3:a #0Ab#0Aa-b=0.
. T " .| 1 0. TR .| 1 0 0 0
Zgled. 2 je v Zg delitelj nica, kajti 2-3 =0, in 0o o |V M; (R) delitelj nica, kajti 0ol l1 o0l
0 0
0 0|
Dejstvo. Obseg nima deliteljev nica, kajti cea-b=0ina #0, jea lab=0b=0.
Trditev. V K [[z]] ni deliteljev nica.
Dokaz. Naj bo
> . j. najmanjsi, razli¢en od
Z anxn = Ao ! a’}]Lo Oxno + an0+1xn0+l + -
n=0
0 #0 t. j. najmanjsi, razli¢en od 0
Z bnzn = bmo ™+ amo-‘rlmeJrl +
n=0
Tedaj
0 i #0, ker K obseg
n=0 n=0
Kateri elementi imajo inverz za mnozenje? O
Trditev. ZZO:O ima inverz za mnozenje < ag # 0.
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco:
(=) O ganz™) (o gbna™) =1=ag-bp=1= a9 #0
(<) Po predpostavki ag # 0. Skonstruirajmo inverz.
e Veljati mora agby = 1. Tak bp3 : by = agl.
e Veljati mora agb; + a1bg = 0= b; = *azb" in to 3, ker ag # 0.
° Veljatl mora a0b2 + a1by + a2b0 =0=by = %{?am in to E', ker agp # 0.
e ...
e Vedno obstaja vsak ¢len iskanega inverza, torej smo nasli inverz fo:o bnx™ za
b o— 2 j>0.i4j=niz0 %ibj
n aO .
O
Zgled.
(1422 +42° +82° + ) (1 — 22) = 14 (2422 +(0 —A4—+4) 7"+ - +(1-04+2- 0+ - - —2)+2") 2" =0
in velja
> 1
22”93" =19z
n=0 T
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Definicija. Naj bo F'(z) =}, a,z™ € K [[z]]. Ime potencne vrste je F' (x) (to ni funkcija). [z"] F (x) je n—ti
¢len zaporedja/FPV. [2°] F (z) =: F (0) je oznaka za 0—ti koeficient in ne pomeni vstavljanja 0 za x, saj F ()
ni funkcija. To so vse samo oznake.

Dejstvo. (F'-G)(0) = F(0)-G(0). Velja F (x) je obrnljiva < F (0) # 0.

Odvajanje FPV: Iz analize vemo

inza |z| < R

o0 ! o0
E anx" ::E anpnz™

n=0 n=0

Toda v FPV nimamo limit in metrik, zato odvajanje definiramo.

Definicija.

"(x) = Za"“‘l (n+1)x
n=0

!
Zgled. (ﬁ =30 x”) =3 (n+1)z"

/
Zgled. (ﬁ D 2%71) =% ot (p

+
Vprasanje. Ali obstaja F (), da velja F' (z) = F
ay; = aop, 2CLQZCL1, 3a3:a2, .. in ag = 50 az =
24 O0N6G£OA---. Sledia, = %

) (diferencialne enacbe). Tedaj¥n € N: (n+1)apy1 = ap:

= 5325 in ti ulomki vselej obstajajo, ker char K = 0, zato

Dobljena potenéna vrsta ZZO:'O ””n—T,L predstavlja zaporedje obratnih vrednosti od n!. To vrsto poimenujemo
® .n
x
T .__ <
=3
n=0
Lahko definiramo Se splosneje
X n
ar .__ af n
o=y L
n=0
Trditev.
e 4 ebw _ e(a-‘rb)z
Dokaz.

kbnk

L:Z%x”.z Z Zk' "
D:Z (Cb+b) 2" banInSkl 1zrekzzk 0( ) kbn k sz O%I’akbn k -

n! n! El'(n—

L=D

Dejstvo. (e®®) =3 Lu/}/l’f "™ g — =a),, % “a" = ae®

Dejstvo. (F (z) -G (z)) = F' (z) G (z) + F (z) G’ ()

Dejstvo.

F(z)\" _F'(2)G(2) - F (x) G’ ()
( ) = G20 , kadar G (0) #0
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Kompozicija FPV Iz analize vemo, da je kompozicija za funkcije (ob upostevanju definicijskega obmodja)
definirana

(fog)(x)=f(g(x)).
Pri FPV je taka definicija neuporabna, ker ne moremo vstavljati argumenta.
Imejmo F (z) =), apz™ in G (x) = Y, b,a™. Da bi kompozicijo definirali kot nekaj algebrai¢no podobnega
analizni kompoziciji, si oglejmo najprej

ap + alG (il?) + a2G2 (LU) + .o+ anGn (l‘) )

Slednje je dobro definiran izraz v K [[z]]. Toda kako definirati kompozicijo? Radi bi imeli nekaj takega:

N
(Fo@G)(z)= lim ZanG"(w)zao—i-al (bo+b1x+b2$2+"')+az(bo+"')2+"'
n=0

N —oco

Limito imamo le, ¢e imamo metriko oz. razdaljo. Pri predmetu Kombinatorika 2 definiramo metriko na F [[z]]
v stilu ,F in G sta blizu, ¢e se nizki koeficienti ujemajo”. Takrat je smiselno govoriti o limiti. Ve¢ o tem torej
pri KOMB2.

Zaenkrat intuitivno razmislimo o obstoju F o G. Oglejmo si koeficient pri 2:

[2°] (F o G) = ag + a1by + azb + asbf

To je element K. Toda K ni nujno metri¢ni prostor. Edine smiselne vsote v K so torej kon¢ne. Ta vsota bo
kon¢na, e je F (z) je polinom (kontna FPV¥) ali by = 0 (tedaj je [2°] (F o G) = ao).
Izkaze se: (F o G) (z) je definiram < F'(z) je polinom ali by = 0.

Dokaz. ,dokazujemo” ekvivalenca:
(=) zgornji razmislek

(<) Ce je F(z) polinom = ag + a1G (x) 4 --- je konéna vsota. Ce je by = 0, je (FoG)(z) = ag +
ai (blx + box? + .- ~)+a2 (blx + oz 4 - )2+~ -+ in velja [:co] = ag, [:rl] = a1boy, [:cz] = a1b2+a2b%,

[51”3] = aibs + 2azb1by + agb?,... Torej koeficient pri 2™ je neka kon¢na vsota, ker prispevajo k vsoti
samo ¢leni do a, (blsc +boz? + - )"

Torej za izracun [z"] (F o G) (z) je potrebno upostevati le ag + a1G () + - -+ + a,G™ (), se pravi le kon¢no
vsoto. Ta koeficient lahko izra¢unamo s kon¢no mnogo operacijami. O

Povzetek. Torej 3 (F o G) (z) < F (x) polinom ali G (0) = 0.
Zgled. Nekaj primerov:
e 5(c®)® —2(e”)® + 1 obstaja.

e®

e c® mne obstaja.

o ¢ 1 obstaja, saj G (0) = 0.

2 4 3 5

e cossinx obstaja, ker sin0 = 0. Veljacosz =1— 5 + % — -+ insinz =x — % + Z.

e sincosz ne obstaja, ker cos0 # 0 niti sin ni polinom.

Dejstvo. Izkaze se, da je x = 0+ 1-2 +0-22 + --- enota za komponiranje. Ce jeag =0 in ay # 0, ima
>, anx™ dnverz za kompozicijo. A to pomeni, da ima inverz? Ne. F (x) = x? nima inverza, ker ag = 0.

4.3 Uporaba rodovnih funkcij pri reSevanju rekurzivnih enacb

Zgled. Fibonaccijevo zaporedje. F,, = F,_1 + F,_o z F; = F; = 1. Naj bo F (z) FPV za Fibonacci-
jevo zaporedje. F (r) = 1,1,2,3,5,8,13,.... Tedaj velja z - F (z) = 0,1,1,2,3,5,8,13,... in 22 - F (z) =
0,0,1,1,2,3,5,8,13,... in velja

F(r)=1+x-F(z)+2* F(z)

F(r)—z -F(z)—2? - F(z)=1
F(x)-(l—x—xQ)zl

Fz)= —

1—2—22
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Zgled. a, = 2a,_1 zan >1in ag = 1. MnoZimo a,, = 2a,,_1 z " in dodajmo ZZ‘Ly

o0 oo
g apx” = g 2a,_12"
n=1 n=1

Izrazimo z F (z) = Y 0 a,z".

oo oo oo oo oo
F(x)—ap= Z anT" = Z 20, _17" =2 Z Qp_17" = 27 Z p_12" 1 =22 Z anz™ = 22 F (x)
n=1 n=1 n=1 n=1

n=0

F(z)—ap=22F(z) = F(x) —2zF () =ag = F (2) (1 — 22) = a9y = F (z) =

1-—2x

Vstavimo ag = 1 in dobimo geometrijsko vrsto:

1

— n,.n __on
1721_2296 =a, =2

n=0

Torej iz rekurzivnega zapisa zaporedja smo dobili eksplicitno formulo za ¢len zaporedja.

Zgled. a, =3a,-1 —2a,_2zan >2in ay =1 in a; = 4. Spet mnozimo a, = 3a,_1 — 2a,_2 z " in dodajmo

P

n=2"

o0 o0 o) o0 o0 o0 (o)

g apr” = g 3a,_12" — E 20y, —ox" = 3 g g™t — 222 g ap_o2™ % =3z g anz™ — 22> E apr" =
n=2 n=2 n=2 n=2 n=2 n=1 n=0

=3z (Z anx" — a0> — 222 Z anx™ =3z (F (z) — ag) — 22°F (2)
n=0 n=0

Z anz” = Z anx™ — a1 — ag = 3z (F (z) — ag) — 22%F (z)

n=2 n=0
F(z) — a1z —ag = 3z (F (z) — ag) — 22°F (z)
F(z)—4x —1=3x(F(x) — 1) — 22%F (z)

1
F(z)—3zF (z)+22°F (z) =4z +1-3z=1+2=F(z) (1-32+22%) =1+ = F (z) = %
— 3z + 2z
Pri analizi bi razcepili in pretvorili 17;;;”29:2 = (%ff)r(lmil) = 2;1 T+ %. Torej izraze pri analizi pretvarjamo v
7bi\/b274ac.

ni¢elno obliko takole: axz?+bx+c = a(z — x1) (x — x2). Uporabimo lahko obrazec za nicle: z; o = o

Pri kombinatoriki pa rajsi izraze preoblikujemo drugace, takole: ¢+ bz +az? = ¢ (1 — y1) (1 — yox). To pa
zato, ker ima 1_1w lep razvoj — geometrijska vrsta.
Opazimo y; 2 = 11172

1 2a 2a ~bF V02 —4dac 20 (-bF Vb —dac) 24 (—bTF Vb? — 4dac)

y1,2=@=_bim:_bim'_b¢m_ jaz'f(bz/—zlac) Adf

— vidimo, da e za x vstavimo y; Lali Yoy ! bo vrednost izraza nié.

_ —bF Vb? —4dac
N 2c

Torej y1 2 sta nicli, od kvadratne funkcije cys+by+a. Pri kombinatoriki nas zanimata niéli obrnjenega polinoma.
Vrnimo se spet k

=Y1,2

1+=x

Flz)= ———%
(@) = T3 20a2

—btvb2—4ac __ 3+£+v/9—-24 __
2c - -

“Kombinatorigko* ob upostevanju (a,b,c¢) = (2, —3, 1) razcepimo imenovalec y; o = 5T

{351,351} = {2,1} in dobimo

20 2 -
1+ A B
Fo) =gy 12 t1om
Sedaj najdimo A in B:
1+z Al —2x) B(1-1x)

1-22)1-2) (Q-2)(1-22) (1-22)(1—2x)
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l1+2=A(1-2z)+B(1—x)
l+xz=A—-2Ax+ B — Bx
In primerjamo koeficiente pri 1 in koeficiente pri x da dobimo sistem enacb:
1=A+B=B=1-A
1=-2A-B=B=-1-2A
1-A=-1-2A— A=-2=—B=1+2=3
Pripomba. A in B lahko najdemo tudi z metodo prekrivanja, ko nimamo vec¢kratnih nicel:

1+2x A B

(172:17)(17x)_17x+172z

Obe strani mnozimo z (1 — z) in vstavimo z = 1 = 1:

1+ A+B(1—x)
(1—2x) 1-2x
141 B(l— 2
=A A= =2
-2 "= = —1

Obe strani mnozimo z (1 — 2z) in vstavimo z = 1:

1+z  A(l-2x)

(1733): 1—2 B
1+1 A(1- 3 .
(1-3) 13 s 22

Torej: Prekrijemo v levi strani enacbe imenovalec pod A in v levo strani vstavimo = y; ! in vrednost leve
strani je enaka vrednosti A.

Nadaljujmo z
A=_9 B=3 3 2 = n.n = n - n.n - n
F(2)=—— +1_2x_1—2x_1—x_3§::02x _ng _;::()S-Qx _nz::olx

Kar nam da eksplicitno enac¢bo za ¢len zaporedja a,, = 3 - 2" — 2.

Zgled. F,, = F,_1 + F,_o zan >2in Fy = F; = 1. Zopet mnozimo z z" in seStejemo z Y- ,.
oo o0 oo
ILT SPRNS S
n=2 n=2 n=2
oo o0 oo
Y Fa'-Fy-Far=x) F,q2" ' +a2® ) F, pa"?
n=0 n=2 n=2

F(x)—Fo—le:xZFna:"—Fa:ZZan"

n=1 n=0

F(z) — Fy — Fix = o (F (z) — Fy) + 2°F (x)

F(z) — oF (z) — 2*F (z) = Fy + Fio — =F
F (z) (1—x—x2) =Fy+ Fiz — Fyx

_ Fy+ Fiz— Fox 1+2x—=7T

F =
(@) 1—x— 22 1—x— 22
btV —dac 1+£VT+4  [1+V5 1-V5
Yr2= % - 2 - 2 ' 2
1 A B A(1—172\/g.]3) B 1—1+2\/5$
F(z)= = + = +




2

1-v56 , 1++5 1+45 1-5 (1-V5)2 (1-+5) 1-2V5+5
=- A- B B=- A= B=— A=-— A=
0 2 2 T 2 2 T 21+ V5) 1-5=—4 1

1=A+B=—B=1-A

6 — 25 35 3-5 1 2 10+2v5 5+
l-A=—F—A=1=A+"— A<1+ 5 >A¢2+32_\/5A5\/525_5:20 T

33—V, 3-v5 % (B—=Vv5) (5+Vv5) 154+3vV5-5V5-5 10-2V5 5-+/5

1A<112\/5x>+B<11+2

x/5x>

B = A

2 I 5-v5 (5-v5)(5+V5)

Pripomba. Tole bi bilo mnogo lazje resiti z metodo prekrivanja.

F (g:) — 10 4 10

25—-5

20

1,1+T\/5x 1f1—T\/5x_ 10

5AVES (14+v5) . 5—vVB= (1-V5)
:1OZ<2>J;+102<2>$

n=0

545 5—V5 5+\/g<
17

n=0

S tem smo dobili eksplicitno enac¢bo za n—ti ¢len Fibonaccijevega zaporedja:

ap =

10 2

Preverimo ag =
Seveda to lahko zapiSemo lepSe in bolj standardno:

Ay =

10 1+v5 \ 2

 5+5 _<1+x/5>n+1

~ 5(1+5) 2
7\/5<%+1) 1_|_\/5 il
~ 5(1+5) 2
\/5(¥+1) L4 E n+1
" 51+ 5) ( 2 )
CVBLEFT) (1445)

5(04+v5) | 2

5+\/5'<1+\/5>

10

5+v5 | (14V5 6+ 5-v5 . (15" kalkulator 13
10 2 10 2 o

n

1-v5\)
2

n+1
54+5 2 1++5 5—5
- REET)

5-5
5(1-+5)

(5 )

2

5(1—5)

1-v5
2

>n+1

\@(%_1) <1_\/5>n+1

5(1-+/5)

+_

2

-5
+
5v/5

27

V5(1—5) (1-/5
=

2

>n+1

9 1_\/5 n+1
2

.1_\/5
1\/5>n+1

10
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Zgled. a, = —2a,_1 —2a,_2zan>2in ag =1 in a; = —1. Zopet mnozimo z x" in sestejemo z ZZOZO.

oo oo oo
g apr” = —2 g apn—1z" — 2 E ap—ox"
n=2 n=2 n=2

o0 o0 o0
E anx” —ag —a1x = —2x g p_qa™ ' — 222 g [Ty L
n=0 n=2

n=2
oo oo
F(z)—ap—ax=—2x (Z anx” — a0> — 222 Z anx”
n=0 n=0

F(z) —ap — ayx = —2x (F (z) — ag) — 22°F (x)
F (z) 4 2zF (z) + 22%F (x) = ag + a1z + 2200
F(z)(1+2z+422°) =1—1lz+ 22

1+
F =
(@) 1+ 22 + 222
bt Vb2 —4dac -24+£/4-8 —-24++-4 .
Y12 = = = =—1+1
’ 2¢ 2 2
1+ A B

F(z)=

O (lr)a)(l-(1-D2) 1-(1+idz 1-(-1-9z

Resimo tokrat z metodo prekrivanja:

= (Cl—i) o T-o 14— CIOCHD ~ SI4i—(-1-4) —l+i+l+i 20 2
1+ - 1+ —1—i+ == 1—it1 —i i 1

Tlo(Cl+i) L 1o GG - (—1+d) —l—i+l-i -2 2

% —1—1 —1—¢

in vstavimo v enacbo

F ()

1 1 1
2 + 2 —
—1+i)z 1—-(-1—-49)x 2

=1

o0 o0
(Z (140" 2"+ (-1-4)" a:")
n=0
Torej eksplicitna formula za ¢len zaporedja se glasi

B Gt 0 el ot S
" 2

Toda naSe zaporedje je o¢itno realno. Radi bi se znebili kompleksnih stevil. Uporabimo polarne koordinate
in de Moirrejev obrazec z = x + iy = re'¥ =1 (cosp +isin); 2™ = (x +iy)" = r"e™? = r™ (cos ny + sinny).

R 3m .. 3T\ \" n/2 3mm . . 3mn
(-14+49)" = (V2 COSI—FZSIHI =2 COST—l—zsmT

n 3 T
(—1—i)" =22 (cosT—zsmT)

Vstavimo:

ap =

(140)" + (-1 —i)" _ 2"/ (cos 252 4isim ) 4 27/2 (cos 20 _jsin22)  9/2 cos S22
_ ' _

2 2

Zgled. a, =6a,—1 —9a,—2 zan >2inag =1 in a; = 5. Kot prej mnozimo z z™ in seStejemo z y - ,:

o0 o oo
g apx" =6 E apn—17" —9 E Ap—ox"
n=2 n=2 n=2

F(z) —ap — ayx = 6z (F (z) — ag) — 92°F (x)
F(z) (1 - 62+ 92°) = ag + a1z — 6agz
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l1+b5x—6x=1—=x

F =
() 1— 6z + 922
6+36-36 6
me=——g =33
1—=x B A B

o) = o~ T T 3

Metoda prekrivana tu deluje le za B (mnozimo z (1 — 3z)® in vstavimo z = ). Ce mnozimo z (1 — 3z) in
vstavimo z = %, delimo z ni¢ v desnem ¢lenu. Torej

B=1-1-2
33
l—x _ A + B na skupni_imenovalec 1 (1 — 31}) + 2
(1-3z)° 1-3z (1-32)° (1 - 3z)°

l—-z=A(1-3z)+

W o

> 2 1
AtZ=1sA=1-2=-
"3 373

Nadaljujmo
1

1 2
Fz)=——+ 3
@) 1-3z  (1-3z)°

Levi ¢len znamo razviti v poten¢no vrsto. Kako pa desni ¢len razvijemo?

(1 — 395 2‘7:5”

n=0

Veé¢ nacinov:

1. Konvolucija: Vemo (geometrijska vrsta)

o0
n=0

Kvadrirajmo:

o0

1—1390 ' 1—1395 =D ety 3=y )y 3= a3ty 1= a3 (n+ 1)
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

2. Odvajanje: Odvajajmo izraz

1 . n,..n
1—3x:23x //

n=0
0-(1-3z)—1-(-3
S e m S = R 4 e =3
L—Z{Zi’:" +1)z
(1 —3x) n
3.
1 1 1 1 9 2 2
T T T s e ) (et ) (et )

Oglejmo si primer za k = 3:

111
(1_35)3_17“% l—-z 1—=x

=(l4+z+2>+- ) (1+z+2>+- ) (I1+z+2>+-)
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Zanima nas na primer koeficient pri 2°. Lahko vzamemo recimo 1 iz prvega, 1 iz drugega in z° iz tretjega
faktorja (20 - 20 - 2%). Ali pa 2?-x-2? ali pa 2* -2 - 1, ... In koliko je takih nac¢inov? Toliko, kolikor je
§ibkih kompozicij Stevila 5 s tremi ¢leni.

1
[¢"] ———— = # 8ibkih kompozicij n s k cleni = (

L n+k1)

k-1

To vidimo tudi iz dejstva, da velja F'(z) - G (z) = 32, 2" 37, 1501 j=n @ibj in 4, > 0,7+ j = n so ravno
Sibke kompozicije Stevila n z dvema ¢lenoma. Enako velja za

F(z)-G(z) -H(z) = Zaﬁ" Z a;bjcy.
n 4,7,k>0,i+j+k=n

To pomeni, da

F(z)f = Zx” Z @iy Qi ** * Qi

n 11,5000 20N+ Fip=n
oziroma za na$ specificen primer

n+k—1>

1
= E sibkih k icij k ¢leni) 2" = E
(## sibkih kompozicij n s k ¢leni) x 2 < ko1

(1-a)"

Logicno torej velja
1 n+k—-1\ , ,
(1—cx)k_zn:< k=1 )cx

oziroma za nas specifien primer
1 n+2-1\., , n+1\., » non
Ali pa za nek tretji primer:

(1 +14x)3 B zn: <n 51 1) (e =2 (n > 2) e

n

Torej eksplicitna formula splosnega ¢lena zaporedja se glasi

3n 2
=g +3 B3"n+1)=3"14+2(n+1)3" ' =3""11+2(n+1)=3"""12n+3)
Definicija. Homogena linearna rekurzivna zveza s konstantnimi koeficienti (HLRZSKK) je predpis za zaporedje

oblike
Ciln + Cg—1an-1+ -+ cotn_qg=0 A ¢4#0,c0#0,Vi e {0..d}:¢c; e Czan>0in ayg,...,as—1 podani.
Take HLRZSKK smo resevali (izrazili ao eksplicitno) v primerih zgoraj. Vselej tako, da smo jih enacbo

pomnozili z 2" in seSteliz Y, in nato izrazili v obliki F' (z) = > a,z™. Ce torej zgornjo enacbo pomnozimo
. v . o0 . .
z 2" in seStejemo z )~ .. dobimo takle izraz:

=F(z)
oo o0 oo
g Cqanr" = cq g anx”™ = cq E anx™ —ag — a1 — agr? — - — ag_1x® " + iz prvega Clena
n=d n=d n=0
2 d—2 . o
+cg_1x (F () —ap — a1x — agx® — -+ — ag_ox ) + iz drugega ¢lena
2 2 d—3 : : <
+cg_ax (F () —ap — a1x — agx” — -+ — aq_3x ) + iz tretjega c¢lena
d _
cox®F () =0
Nato smo izrazili (@)
p(x
F(z) =

cq + cg_1x + -+ + cozt
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Velja degp (z) < d — 1, ker so vsi polinomi, ki jih seStevamo, stopnje manjse od d — 1. Ni pa nujno to¢no d — 1,
ker nikjer nismo predpostavili, da koeficienti pred z%! niso vsi ni¢elni oziroma se ne sedtejejo v ni¢. Torej
degp < d.

Toda imenovalec je gotovo stopnje d, ker smo predpostavili ¢y # 0.

Dobimo racionalno rodovno funkcijo zaporedja s stopnjo $tevca manjSo od stopnje imenovalca.

Sedaj bi radi razcepili imenovalec:

k
d osnovni izrek algebre a;
€4+ Cqg—1% + -+ CoT = CdH(l—yix)
vsak p€C ima razcep na linearne faktorje 1
i=
Za yi,...,yk velja, da je yi nicla polinoma na levi stopnje a;. Oziroma ¢e v polinom na levi vstavimo % namesto
k3

xZ:

1 1
€d+cCg—1—+--+co—
Y Y

in izpostavimo y%, dobimo
1 _
— (cay® + ca—1y®™ 4+ + o)
in y1, ...y so nicle tega obrnjenega polinoma stopenj aq, ..., .
Torej sedaj imamo

armanluoml _1
. p(x) - p l lomki ZZ 1_ ZZA”—ZZA”Z<TL;—ZI )y?l’n

callizy (1 —yix)™ 21]1 i=1 j=1 i=1 j=1 n=0

s tem pa dobimo eksplicitno formulo za a,:

k

S (S o (B

i=1 = i=1

Opazimo, da je Zj‘;l Aij % polinom v spremenljivki n stopnje < a;—1 (za polinom gledamo (n + j — 1)2=*

in opazimo, da je stopnja/potenca najvecja, ko j = «;). Toda zakaj < o; — 1 in ne = o; — 17 Ker nimamo
zagotovila za to, ali je A;; neniceln, niti ga nismo izrazili. A vseeno gotovo velja, da je to polinom stopnje < ;.

Povzetek. Tmamo torej cgan + c4—1an_1+ -+ coan—q = 0 zan > d ob predpostavki cg # 0,c9 # 0,Vi € {0..d} :
cq € C. Pois¢emo nicle karakteristi¢nega polinoma (tistega obrnjenega)

cd)\d + cd,l)\d_l + -4

in to so A1,...,A; s kratnostmi aj, ..., ax. Nato za neke polinome p;, za katere velja degp; < a;, velja:

k
= Zpi (n) A}

Izrek. Resitev HLRESKK je a, = Zle pi (n) AR, kjer so Ai,... N\, nicle karakteristicnega polinoma mnogo-
kratnosti az, ... g, p; pa so polinomi stopnje < «;.

Dokaz. Dokazano zgoraj v razmisleku. O
Ta izrek nam sluzi kot nastavek za hitrejSe resevanje HLRESKK.

Zgled. a, = 2a,—1 zan > 1 in ag = 1. Torej karakteristi¢ni polinom je A — 2. Edina nicla je \; = 2 (torej
k = 1) in njena kratnost je oy = 1. Za p; vemo, da je stopnje manjSe od 1, torej je to konstantni polinom.
Izrazimo lahko

=C\Nf=C-2"

C dobimo tako, da vstavimon =0: ag=1=C"- 20 C=C=11ins tem a, = 2".

Zgled. a, — 3a,—1 + 20,2 = 0zan > 01in ay = 1 in a; = 4. Karakteristi¢ni polinom je A2 — 3\ +2 =
(A—2) (A —1). Imamo torej k¥ = 2 ni¢li Ay = 2 in A\ = 1, obe s kratnostjo a; 2 = 1, zatorej sta p; in ps oba
konstantna.

a, = A2" + B1" = A2" + B

Vstavimon =0: 1 = A+B=B=1-Ainn=4: 4= A24+B = B=4—-2A. Naposled4—24A=1-A=3=A
in B = —2. Potemtakem a,, =3-2" — 2
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Zgled. F,, — F,_1 — F,_o =02zan > 2in Fy = F; = 1. Karakteristiéni polinom je A2 — X — 1 = 0, torej
)\1 5= 1++/1+4=5
2

, obe kratnosti a2 = 1. Torej

roa(150) e (57)
2 2

Vstavimon =0: 1=A4+B=B=1—Ainn=1: 1:141”7‘/5—1—31_2—\/g dobimoA:%inB:\_/—%,torej

()05

Zgled. a, —6a,_1+9a,_2 =0zan < 2in ag = 1in a; = 5. Dobimo karakteristi¢ni polinom 0 = A\ —6\4+9 =
(A= 3)2. Dobimo k = 1 ni¢lo A; = 3 kratnosti «; = 2. Torej bo polinom p; (n) stopnje manjse od 2, torej
oblike p (n) = An + B.

)

an = (An+ B)3"
Vstavimon =0: 1=Binn=1: 5=(A4+1)3=5=34+3=2=3A= A= 2 in zategadel]

2n
n=|—+1]3"
o= (5 +)

Iskanje resitev nekaterih nehomogenih linearnih rekurzivnih enacb s konstantnimi koeficienti
(NLRESKK) NLRESKK je oblike cqa, + cg—1an—1+ -+ + coan—q = q (n) A™ Torej desna stran ni 0, temved
je polinom, pomnozen z n—to potenco nekega koeficienta, denimo (n2 +3n+ 1) 5" ali pa n (—5)" ali pa 3" ali
pand—3n+1.

Metoda:

1. Resimo homogeno ena¢bo (desno stran nadomestimo z niclo).

2. Pois¢emo partikularno resitev z nastavkom
r(n)-n®- A",

kjer je r polinom stopnje, manjse ali enake stopnji polinoma ¢ ZDB degr < deggq. Ce je q stopnje 2, bo r
oblike An?+ Bn+C. Ce je q konstanta, bo tudi r konstanta. a je stopnja A v karakteristiénem polinomu.
Torej pogledamo, kolikokratna ni¢la karakteristi¢nega polinoma iz reSevanja homogene enacbe je A (da,
to je tista A, ki je na desni strani dana na n—to potenco). Lahko tudi ni ni¢la, v tem primeru je a = 0.
Torej a > 0.

Zgled. a, — 4a,_1 + 5ap_s — 20,_3 = n — 2 za n > 3. Karakteristi¢ni polinom 0 = A3 — 4X\2 + 5\ — 2 =
(A—1)* (A —2). Torej resitev homogenega dela je a, = (An+ B) + C -2". TODO XXX FIXME najdemo
A, B,C.

Sedaj pa najdimo 8e partikularno resitev z nastavkom upostevaje A = 1,ay = 2, torej a = 2, in ¢(n) =
n—2 = degq =2, torej degr < 2:

an = (Dn + E)n*1" = Dn?® + En?
Vstavimo to partikularno resitev v nalogo:

Dn*+ En?~4(D(n -1+ E(n=17) +5(D(n =2+ E(n-27%) ~2(D(n-3)° + E(n-3)°) =n—2

Oglejmo si koeficiente pri n' in pri n® (ostali se morajo pokrajgati):

[n']: —4(D3—2E)+5(E3-4—4E)—2(D3-3°—6E) =1

[n°]: —4(-D+E)+5(—8D+4F) —2(-27D + 9E) = -2
In dobimo D in E. TODO XXX FIXME NE RAZUMEM Nikomur se ni dalo izra¢unati reSitve, ampak
mogoce je D = _71 in EF= %. Se pa niti priblizno nikomur ni dalo izra¢unati A, B,C. Ampak dalo bi se jih.

Potemtakem bi bila kon¢na reSitev vsota partikularne resitve in re§itve homogeniziranega problema

mogoce -1 -1
n MK 7n3+—n2+(An+B)—|—C-2”

an=Dn®*+ En®>+ (An+ B)+C -2 5
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4.4 Binomska vrsta in Catalanova Stevila

1

Opomba. Od prej vemo ( )" =31 (})z" in (1+1z)’° =, (n:ﬁ;l)xn Kaj pa (1 + )2 oziroma /1 + x?
Zelimo, da velja /1 + =1 + .

Definicija. Posploseni binomski koeficient. Najbo A € K za K poljuben komutativen obseg (polje) s char K = 0

in naj bo n € N Tedaj
(A) A AA-1)A=2)---(A=n+1)

n n! n!

Zgled.

kK)(k+1)(k+2)---(k+n-1) _
n!

<—k) B L e DY e G | S

_(-1)" (k—NE) K+ (k+2)---(k+n—1) (1 (k+mn—1)! () <n+k—1)

(k—1)In! (k—1)In! kE—1

Definicija. Naj bo n € N. Soda fakulteta (2n)!! := (2n) (2n — 2) (2n —4) - - (2), liha fakulteta (2n — 1! ==
2n—1)2n—3)(2n—5)---(1).

Zgled. T"'=1-3-5-7=105,6!'=2-4-6 = 48.
Zgled. Naj bon > 1:

() - LD D e L0 D@ @i

n! n!

()" 185 (2n—3) (D" '@n-3) (1" @2 -3 2n-2)!! (1" ' (@2n-2)!

2np) P B 2nn! (2n — 2)!1 ©2npl2n-l(pn — 1)1

=" en—2) (=)t (2n - 2)

C22n-Ip(n— 1) (n—1)  22n-lp \n-—1

Zgled. (3) =1=1,(}) =1 =X (3) =252, () = CREREAETE) = (1) 128 = ()"

0 n n!

Definicija. Binomska vrsta. Za A € K (K komutativni obseg = polje s karakteristiko 0):

By(e) =Y (2) o

Zgled. Naj bo A € N. Pis§imon = A

=0 za k>n

-2 () A-p (o

k=0 k=0

Zgled. Kaj pa e A € —N? Pigimo A = —k (glej primer zgoraj za (_k))

-5 (e (1 S (1o e

n=0 n=0 n=0
Radi bi pisali By (z) = (1 + x))‘. Zaenkrat smo to dokazali z zgornjima zgledoma za A € Z. A velja za vsako
polje s karakteristiko 07
2 1
Pric¢akovali bi (B% (x)) = 1+ . Preverimo, kaj je By (x) (glej primer zgoraj za (2))

o] 1 00 nl
B%(x)zz n)t = Z:22” n\n-1)"
n=1

Pri¢akovali bi e celo B (z) - By (¢) = Bayp (). Ce to drzi, dokazemo tudi prejsnje pri¢akovanje (B
By (1) = By (2)).
Pri¢akovali bi tudi Bf () = ABx_1 ().

(z) -

1
2
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Lema.

Dokaz. Indukcija.

e Baza: n=0:1=1

+ Konal

(@02 =(atb-n+1)(a+ =" (a—(n-1-k)+ bk 2;(” )"**&:
:zk: (”gl)a"—l—k(a—(n—uk))bmzk: (”;1)a"—1—kbﬁ(b—k;) -

B e I e (e

(7)o G

Lema dokazana.

O
Izrek. By (z)- B, (z) = Bxyp (2)
Dokaz.
By (z) Bu(z) =) Man 3 (1) Kol Zx"i A > L L el
A pA — \n — \n N ik (n—k)! — nl kzok!(n—k)!i
Lo () b, ne A+ w* . AW
R L o S p
n k=0 n n
O
Trditev. B\ (x) = ABx_1 ()
Dokaz. Spomnimo se definicije odvoda FPV: [2"] F' (2) == (n 4+ 1) ap11
A Antl Antl
[2"] By (@) = (n+1) (n+1> (n+ )(Tl+1)! n!
A—1 A—1)%  \ntL
"] ABs_1 () = A A= DT
n n! n!
O
Sedaj lahko oznaimo (glej primer zgoraj)
Definicija.
1 = 2n — 2 11
T+z:=(1+2)" =B (x) = =1 —ca? 4+ =
+2=(1+x) 1 (@ z:: DT 1n(n_1> +5 833 +16x+
To lahko uporabimo recimo za iterativni izracun \/g — \/g = B% (—%) = --- ali pa recimo 1,4142135 ~

V214 % - % + %6 = 1,4375. FPV uporabljamo analiti¢no (to je snov Analiti¢ne kombinatorike).

Definicija. Catalanovo $tevilo C), je Stevilo pravilnih postavitev oklepajev na nizu tgt; - - - t,,, ob upostevanju,
da oklepaj zajame par (bodisi dva atoma bodisi atom in oklepajski izraz bodisi oklepajski izraz in atom bodisi
dva oklepajska izraza) in da mora konéni niz imeti par izrazov (bodisi dva atoma bodisi atom in oklepajski izraz
bodisi oklepajski izraz in atom bodisi dva oklepajska izraza). Cy =1 =: Cy.
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Zgled. CQ = 2: (totl)ig in to (tltg), Cg = 5 to ((tltg) tg) in ((totl)tg) tg in (totl) (tztg) in (to (tltg))tg in
to (t1 (tat3)).

Dejstvo. Velja CO = 1, Cl = 1, CQ = 2, 03 = 5, C4 = 14, C5 = 42} 06 = 132,

Dejstvo. Rekurzivna zveza: Cpi1 = Y p_; Croi - Ck. Razlaga: Vsota predstavlja izbiro zadnje operacije, Cp,_j,
predstavlja mozne postavitve oklepajev desnega argumenta operacije in Cy predstavlja mozne postavitve oklepajev
levega argumenta operacije:

mozZnosti za postavitev oklepajev tu je Cy, zadnja operacija — n izbir tu pa Cp_j
tita -tk : tet1leto -t

Definirajmo rodovno funkcijo za Catalanova Stevila in najdimo ekspliciten izraz n—tega Catalanovega stevila
iz rekurzivne zveze.

F(z)= ZC’nx" =14+ 22% + 52 + 142" + 4225 + - -
n=0
Opazimo, da rekurzivna zveza ni linearna.

n+1 chcn k

MnoZimo enacbo z 2™ in seStejmo s > oo :

ZCn+1x Zx”*lzCkC —k —LCZ chcn k
n=0 n=0 k=0

Opazimo, da je > _, CkCy—k ravno konvolucija, torej F (z) - F (z):
F(z)—Co=F(x)—1=aF%(z)
cF?(z) — F(z)+1=0
Ne dobimo linearne enacbe, temve¢ kvadratno. A jo lahko reSimo?

xFQ(x)—F(x)+1:x<F(x)—)2—41364-1—0

Dobimo nek ¢uden izraz. Poskusimo z obrazcem za nic¢le kvadratne enacbe:

1++1 -4z

F o) = 2z

To si moramo malce bolj razloziti. Prej smo izracunali

— (=)™ [2n -2 ) (=)™ (20 -2 n 1 [(2n =2\, .
1_4”3—”2 2n—1p \ n—1 —4z)" _H—Z 22n 1n n—1 (4) zl_Zm n—1 4%z =

n=1
oo
22" (2p — 2 2n — 2
=1-y = =1-2 "
z() > (D)
Torej
2n—2 oo 1 (2n—2
1+\/1—4m:1+ =230 5 ()" _1—En:15(;’_1)x"
2z 2z x
To ni formalna potenc¢na vrsta, po deljenju Stevca z imenovalcem dobimo % + - --. Poskusimo $e drugo resitev

obrazca za nicle:

1- V 1- 41‘ I-1+ 2271 1n (27? 12)1; o ZZOZI %(2':—712)1‘?1 - 1 (277, o Q)xnl — i 1 <2n>xn

:On—f—l

2z 2z T n

To pa je formalna poten¢na vrsta. Ta vrsta res resi kvadratno enacbo. Vstavimo, da preverimo (Ceprav Ze
vemo):

1—1—4z\° 1-1I—4z 1—2VT—dz+1—4zr 1—+/1—4z
x - + 1 =p~ — +1=
2z 2z Ayt 2z
22T —dz—4dx 17\/174:5“7171\/174 — % 17s/174x+1772z+170
N 4z 2 a 2 2 2% N

35



2

Povzetek. C,, = %H(QT?) Recimo: Cy = %(Z) = % . %@zﬁ = 14.

Pripomba. Catalanova Stevila prestevajo veliko razli¢nih struktur. Recimo:

e dvojigkih dreves s Stirimi listi je C's. To je o¢itno, saj dvojiska drevesa ponazarjajo ravno abstraktna skla-
denjska drevesa, ki jih ustvari razélenjevalnik po razélenjanju oklepajskega izraza (Principi programskih
jezikov in Algoritmi in podatkovne strukture 2).

e Dyckeove poti: Za¢nemo na visini 0. Na vsakem koraku se lahko pomaknemo bodisi gor bodisi dol, na
koncu se moramo vrniti nazaj na visino 0, nikoli se ne pomaknemo pod visino 0. To je zopet o¢itno, saj
je ekvivalentno zapisu oklepajskega izraza v ,reverse polish notation: Visina predstavlja visino sklada,
atom predstavlja operacijo push, torej visanje sklada, operacija predstavlja dva popa in en push, torej
nizanje sklada. Na koncu zahtevamo samoten element na skladu. Operacija (niZanje) na visini bi pomenilo
napako ,pop from empty stack”, zato je prepovedana.

e Triangulacija (n + 2) —kotnika. Za m = 1 imamo samo en trikotnik, za n = 2 imamo kvadrat, ki mu
vriSemo diagonalo na dva nacina, za n = 3 imamo petkotnik, ki mu, da dobimo triangulacijo, vriS§emo dve
diagonali, kar lahko storimo na 5 nacinov.

e V knjigi Enumerative Combinatorics vol. 2 je 66 matemati¢nih struktur, ki jih prestevajo C,,. Na spletni
strani avtorja je Se > 100 dodatnih.

4.5 Rodovne funkcije razclenitev
Spomnimo se:
e p(n) = Stevilo razclenitev Stevila n
o pj (n) = Stevilo razclenitev stevila n s k ¢leni
e Di (n) = stevilo razclenitev tevila n z najveé¢ k ¢leni
In veljajo naslednje rekurzivne zveze
e pi(n) =pr—1(n—1)+px(n—k)
o br(n) =7k (n— k) + pr—1 (n)
o p(n)=p(n—14p(n—2=p(n—5)=p(n—T)tp(n—12)4 - = 522, (-1 (p (n— B0 4 p (n - L))

Sedaj nas zanimajo rodovne funkcije za ta zaporedja.
Spomnimo se najprej
1 1 1

G(r) = 17$.17I.1iz:(1+x+m2+...).<1+m+x2+...).(1+x+x2+...)

in velja
["] G (x) = #8ibkih kompozicij §t. n s tremi ¢leni.

Sedaj si oglejmo
11
l—2 1—22 1-—

H (x) - - (1+$—|—1‘2+---) . (1+$2+JJ4+-~-) . (1—}—1‘3—1—556—1—-“)
tu lahko recimo 2® dobimo kot 2°1 - 292293 ali kot 231 - 212 - 293 ali kot 2?1 - 292213 ali kot x''!- 222 . 203
ali pa kot 291212213, Torej koeficient pri x° je 5. Drugade povedano, lahko 5 zapisemo kot 1+1+1+14+1 =
1+1414+2=14+14+3=14+24+2=2+3.

V splosnem: koeficient pri ™ je Stevilo razé¢lenitev Stevila n s ¢leni 1,2, 3.

Splosneje:

Vprasanje. Koliksen je v

k

1
Hl—xi =(Q+z+a?+-)Q+a? 42+ ) T+ +2F )
=1

koeficient pri ¢ ZDB Koliko je resitev enacbe n =a; -1+ as -2+ -+ ay, -k za a; € Ng?
Odgovor:

1
[2"] H T Stevilo razélenitev n s cleni < k

=1
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Kako se to odraZa v Ferrersovim diagramu? Ima najve¢ k stolpcev. Za konjugiranko te razclenitve torej
velja, da ima najve¢ k vrstic oziroma ima najve¢ k ¢lenov.

Z drugimi besedami, konjugiranje je bijekcija med raz¢lenitvami n s ¢leni < k in raz¢lenitvami n z najve¢ k
¢leni. Nadaljujmo:

k
1
[z T = stevilo razc¢lenitev n s €leni < k = pg (n)
=T
S tem razmislekom smo dokazali trditev:

Trditev.

k
;pk () 11;11 1—at
Kaj pa rodovna funkeija za ), py (n) "7 Torej zanimajo nas raz¢lenitve n z natanko k ¢leni. V Ferrersovem
diagramu bi se to odrazalo kot natanko k vrstic. Ce te razélenitve konjugiramo, dobimo razélenitve s Ferrersovimi
diagrami z natanko k stolpci, to pa so razclenitve n s ¢leni, ki so vsi < k, vsaj eden pa je enak k. ZapiSimo si
kot enacbo:

poljubno stevilo enk poljubno stevilo dvojk vsak en ¢len k 1 1 1 k

}:m (1+az+a°+- )U+x”ﬂ#+~)-~@k+ﬁ“+~)=1_zd_xj~1_th1ka

Torej smo dokazali naslednjo trditev:
Trditev.

Zpk (n) " = kxi

Oglejmo si spet prvo trditev:

S ==

Kaj se dogaja s pg (n), ko k — 00? Pg (n) gre z rastodim k proti p(n). Velja namre¢ pg () = p(n) zak > n
(o¢itno; razélenitev n nikdar nima veé kot n ¢lenov). S tem dobimo Se zadnjo trditev:

Trditev. -
z;pm) IIl—ﬂ

i=1

Dokaz. Intuitiven dokaz. Ta dokaz ni povsem pravilen, ker nismo definirali metrike, brez nje pa ni mo¢ definirati
neskonénega produkta.

Kayj je koeficient pri ™ v 17111 . 1fm2 e 171:0”' . llenﬂ . Cim iz faktorjev od 1 n+1 = 14gn T2ty .
naprej (vklju¢no z njim) vzamemo ¢len, ki ni 1, ta faktor ne vpliva na koeﬁc1ent pri ™, kar bo dobljen produkt
gotovo imel potenco visjo od n.

Torej koeficient pri ™ je koeficient pri ™ v kon¢nem produktu

1 1 1
1—21 1—22 1—an

:(1+m+x2+...)(1+x2+x4+...)...(1+x"+x2”+...).

Torej koeficient pri ™ je Stevilo resitev enatbe n =aq -1+ a2 -2+ ---+ a, - n, to pa je ravno p (n) — Stevilo
Stevilo razdlenitev n. O

Definicija. Naj bo (distinct) d (n) := $tevilo raz¢lenitev s samimi razli¢nimi ¢leni.
Is¢emo rodovno funkeijo za d (n):
o0 lahko nimamo ¢lena ¢ alj pa imamo enega
Zd(n)x":H (1+2") =(1+2)(1+2%) (1+2°)---
n i=1
Definicija. Naj bo (odd) o(n) = $tevilo raz¢lenitev s samimi lihimi ¢leni.

Zgled. 5=5=3+1+1=14+1+1+1+1;0(5) =3.

Zo(n)x" = H (z+1i")

n 4 lih

Is¢emo rodovno funkcijo za d (n):

Trditev. ¥n € N:d(n) =o(n)
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Dokaz.

oo

St =T[4+ -

i=1 i=1

2

o [le (L2 M5, (0+2%) 0 2 =S "0 (n) 2™
e I ) ~ T e L) =20

7

4.6 Uporaba rodovnih funkcij (zgolj zanimivost)

Vprasanje. Zakaj so rodovne funkcije tako uporabne?

1. Rodovna funkcija je ,,pogosto” ,lepa®, tudi ¢e za zaporedje ,ni“ ,lepe* forumule:

Zc(mk)xk ="

k

2 Snk)a" = (1—x)(1—2x)-~-(1—kx)

k
ank — k'( —-1)

Naj bo i, $t. involucij (permutacija, ki je sama sebi inverz: 72 = id oz 7~
ima v zapisu z disjunktnimi cikli samo cikle dolzine 1 in 2) v S,,.

. X 22
E 'Lni' :€m+ 2
n

2. Rodovna funkcija daje vse ostale nac¢ine podajanja zaporedja. Vsi ostali zapisi zaporedja so skriti v rodovni
funkciji. Dva primera:
1
Fz"
Z T1-z-—a?

preko zapisa na parcialne ulomke dobimo eksphc1tno formulo. Prav tako dobimo rekurzivni zapis:
(1 —x —x2) Zan" =
n

na levi je koeficient pri ™ kar F,, — F,,_1 — F;,_o, na desni pa 0 za n > 2. Odkrili smo 8e skrito rekruzivno
ZVezo.

! = 7 — to so permutacije, ki

k

Zpk D ;) (1— ) _<ZP’“ ! )1—xajk

Torej (1 —= )Z pr(n)a™ = x ), pr—1 (n)z™ in torej koeficient pri élenu 2™ je py (n) — pr (n — k) =
pr—1 (n — 1). Dobili smo Se rekurzivno zvezo za py, skrito v rodovni funkciji.

3. Rodovno funkcijo se da pogosto dobiti neposredno iz kombinatori¢nega opisa zaporedja

(a) Kompozicijes €leni1in2: 2=2=1+41,3=1+141=2+1=142,4=1+1414+1=24+14+1=
1424+1=14+142=2+2, ... dobimo zaporedje 2,3,5, ... (Fibbonacijeva stevila).
Ena mozZnost je, da je zadnji ¢len kompozicije 1. Tisto pred njim podaja ravno eno kompozicijo
Stevila n — 1.
Sicer je zadnji ¢len kompozicije 2 in tisto pred njim podaja ravno eno kompozicijo Stevila n — 2.
Torej je kompozicij Stevila n s ¢leni 1 in 2 ravno F,, = F,,_1 + F,,_o in Fy = F; = 1.

Rodovna funkcija bo torej oblike
1

1 _ )

F(z) =

ker gre za zaporedje (zaporedja so rodovne funkcije take oblike).

1

PO =T ara

manjkajoci ¢len je x 4+ 22, ker so ¢leni zaporedja lahko bodisi 1 bodisi 2.

Torej kompozicije s ¢leni 1 in 3:
1

PO =
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(b) Involucije: permutacije, kjer velja 72 = id, in nato $e permutacije, kjer velja > = id, in nato Se
permutacije, kjer velja 7% = id:
2

et

beremo kot: ,permutacija je sestavljena iz — e* ,ciklov dolzine —O9“ ena — 2 ,in — +“ ,dve —
2

x4
2 .
et E
beremo kot: ,permutacija je sestavljena iz — ¢ ,ciklov dolzine —O5“ ena — 2% jin — +% tri —
ﬁu
T
22 | 23 | 26
Pt e

beremo kot: ,permutacija je sestavljena iz — ¢ ,ciklov dolzine —O7¢ ena — z* jin — +“ ,dve —

2 . . 3 . o 6
T opin — + bl — %“ Sin — 4+ Sest — %“.

4. Asimptotika je prav tako skrita v rodovni funkciji. Imamo rodovno funkcijo, poten¢no vrsto okoli izhodis¢a.
Glejmo nanjo kot na dejansko funkcijo (izposojamo si iz Kombinatorike 2). Ta funkcija ima singularosti —
tocke nedefiniranosti. Studiramo singularnosti in asimptotiko doloc¢a singularnost, ki je najblizje izhodis¢u.

1
D S

Primer za Fibonaccijeva Stevila:

Singularnosti so ni¢le 1 —x — 22 =0, r = ’125‘/5, zo = ’1%‘/5 je od obeh bliZje izhodis¢u. To pomeni, da
je asimptotika od F,, ~ A - x% = .-, kjer je A nekaj izra¢unljivega.
0

5. Iz rodovne funkcije lahko izra¢unamo povpreéja itd.

(a) Koliko elementov imajo podmnozice [n] v povprecju? %. Kako to izracunamo preko rodovne funkcije?

delimo s &t. podmnoiicseétevamo po moznih velikostih podmnoiicpojavnost velikosti

Stevilo elementov

1 2 n
_ . —i
k=0
1

Po binomskem izreku vemo y_, (7)z* = (14 z)". Odvajamo to in dobimo Y, (})kz* "' =n (1 +2)" .

Vstavimo « = 1 in dobimo ), (Z)k =n.-2n1 = 2.

(b) Koliko imajo permutacije v S,, v povpredju ciklov? To pa ni ve¢ tako oc¢itno. Poskusimo preko
rodovne funkcije:

delimo s Stevilom vseh permutacijpO vsej Stevilénostih Ciklovkoliko fih je s & cikli

i' > c(nk) k=2
n:

k

Zc(n,k)xk:zﬁzx(x+1)($+2)---(x+n—1)
k

Zopet odvajajmo (produkt ve¢ faktorjev):

Zc(n,k)kxk_l:a:’(x+1)(m+2)---(x—|—n—1)—|—
e

jr(z+1) (z+2) - (z+n—D+z(z+1)(z+2) - @4+n—D+- -Fz(z+1)(2+2)---(z+n—-1) =
=1l(z+1)(xz+2)--(z+n—1D+zl(z+2) - (z+n—D4z(z+ D1 (z+n—-1)+ -4z (z+ 1) (z+2)---1
Vstavimo « = 1 in dobimo
n
k

Dobili smo, kar smo hoteli.

1 1
EZc(n,k)k:ﬂanHnrvlogn
< !

Iskanje povprecja v splosnem:

(1)

=log' F .
F (1) skupno 8t. objektov og' F (2) |z=1
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5 Polyeva teorija ([pdjeval teorija)
Madzarski matematik Polya Gyorgy (1887-1985).

Vprasanje. Koliko je ogrlic z n koraldami in r barvami, ce sta dve ogrlici enaki, ¢e eno iz druge dobimo z
rotacijo. Zam =4, =2: 0000, €000, €800, ©® 00, €060, e e ee (()

Vprasanje. Koliko je zapestnic zn koraldami in r barvami, e sta dve zapestnici enaki, ¢e eno iz druge dobimo
z rotacijo ali zrealjenjem? Zan =4, =2: 0000, €000, €000, eee0, 00 e0, eeee (() v tem primeru enako.
Cen = 6, 7 =2 stacoeeoce in eoeeoco razlicni ogrlici (z vrtenjem oziroma v tej 1D predstavitvi shiftom
ne moremo iz ene v drugo), toda sta pa isti zapestnici (z zrcaljenjem oziroma v tej 1D predstavitvi reverseom iz
leve dobimo desno).
Se kragsi primer dveh istih zapestnic, ki nista isti ogrlici: o® e, o e D

Torej nekateri objekti so ekvivalentni, zanima nas Stevilo ekvivalenénih razredov barvanj.

5.1 Permutacijska grupa

Mnozico korald bomo oznadevali z X, | X| =1 n € N.
Grupa (G, -) je neprazna mnoZica z asociativno operacijo, enoto in inverzi.

Zgled. S, je nekomutativna grupa permutacij z operacijo o.
Definicija. Permutacijska grupa je podgrupa S,,, ozna¢imo G < S,,.
Izrek. Cayley. Vsaka koncna grupa je izomorfna neki permutacijski grupi. Ne bomo dokazali.

Definicija. Cikli¢na grupa — grupa rotacij pravilnega n—kotnika: C,, = {(123 )0 <i< n} je cikli¢na

grupa in velja (Cy,,0) =  (Zy,+) z izomorfizmom ¢ : Z,, — Cp;i > (123---n)".

izomorfna
Definicija. Diedrska grupa —Grupa vseh simetrij pravilnega n—kotnika: D,, = {rotacije in zrcaljenja} < S,

specifi¢no.

Dejstvo. Velja |D,,| = 2n. Predstavljajmo si zrcaljanja/simet(ije n—kotnika. Ce je n lih, bo simetrala potekala
skozi eno vozlisce in skozi eno stranico. Takih simetral je n. Ce je n sod, bo simetrala potekala bodisi skozi dve
stranici (tip I) bodisi skozi dve vozlisci (tip II). Takih je § 4+ 5 =n.

Upostevamo Se n rotacij in dobimo 2n.

Zgled. Prav pride skica: Dy = {id, (1234),(13) (24), (1432),(12) (34),(14) (23),(13),(24)}
Pripomba. Tudi S, je permutacijska grupa.
Oglejmo si sedaj G < Sx, kjer je Sx mnozica korald, npr. X = [n].

Definicija. Definiramo relacijo =,y € X s predpisom z ~ y < dg € G 2: g- 2 = y. Trdimo, da je to
ekvivalen¢na relacija:

o Refleksivnost: z ~ 2 (g = id)

e Simetri¢nost: t ~y =39 €G3 g-x=y=g '-g-x2=g9gly=>9ly=2Ag ' €eG=3g €G>
gly=r=y~ua

e Tranzitivnost: z ~yAy~z=3dghe @G> g- e =yANh-y=z2z=¢g-h-c=h-y=2z=d9g-heG>:
g-h-r=z=>x~2
X razpade na ekvivalen¢ne razrede, ki jih imenujemo orbite, ki jih ozna¢imo z Gz = {g- z;9 € G}.
Zgled. G = C,, = Gz = X (samo ena orbita), G =D, = Gr=X,G =5, = Gz =X,
okl nlih

G = {id, zrcaljenje} = stevilo orbit = ;n sod in zrcaljenje je tipa I .

[SIEANTS]

4+ 1 ;n sod in zrcaljenje je tipa II
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Slika 8: Primer orbit za n =5 in n = 6 za tip I in II.

Definicija. Z X/G ozna¢imo mnoZico orbit, z | X/G| stevilo orbit, z G, = {g € G; g - x = x} stabilizator z—a,
z X, ={z € X;¢-x = x} mnozico negibnih tock g—ja.

Trditev. G, < G (stabilizator z—a je podgrupa G)
Dokaz. id € G, velja. Zaprtost: g, h € G, =gz =xz,h-x=x= (g-h)z=g-(h-z)=gx=x=g-heqG,.

Inverz: g€ G, =g-2=ac=g - 2=g ' g x=20=g'ecd,. O
X ;9=1id

Zgled. G = C,, G, = {id}, X, :{ =
0 ; sicer

n ;g9=1id
0 ;9€C,
Zgled. G = D,,, G, = {id, eno izmed zrcaljenj}, |[X4| = ¢ 1 ;g zrcaljenje, n lih
0 ;g zrcaljenje tipa I,n sod
2

; g zrcaljenje tipa II,n sod

Zgled. G=S,, | X/G| =1, Gz =X, G, = (n— 1)!, | X9| = stevilo negibnih to¢k permutacije g.

5.2 Burnsidova lema

Trditev. Naj bo z € X poljuben. Velja |G| = |G| - |Gz| (to e ni Burnsidova lema)

Zgled. ZaG=Cp:n=1-n.ZaG=Dy: 2n=2-n. Za G=S,: nl = (n—1)! - n.

Dokaz. Naj bo G poljubna grupa in H < G njej poljubna podgrupa. Spomnimo se nekaj stvari od lani:

e g-H:={g-h;h € H} jelevi odsek. Npr. za g =e je e- H = H. IzkaZe se, da za g,¢' € G velja bodisi
g-H=g'-Hbodisi g- HNg' - H=0. Odseki torej tvorijo razdelitev G.

e Velja Se, da imajo odseki enako mo¢, ker lahko tvorimo bijekcijo H — gH, ki slika h — gh z inverzom
h s g~ h.

e Vpeljemo lahko torej mnozico vseh levih odsekov — kvocientno mnozico, oznaka G/H = {gH;g € G}.

e Ker so vsi odseki enako veliki, lahko njihovo Stevilo dobimo takole: |G/H| = f% Posledi¢no mo¢ podgrupe
vselej deli mo¢ grupe. [G : HJ je indeks podgrupe H.

Sedaj vse to uporabimo za podgrupo stabilizator: H = G,. Dobimo |G/G,| = |Igll. Is¢emo torej bijekcijo

Gz — G/Gz. Preslikajmo nek element iz Gz takole ¢ : g - 2+ g - G, v levi odsek.

Preveriti moramo dobro definiranost. X razpade na orbite. Resda vsak element x v orbiti lahko izrazimo
kot ¢ - x za nek g, toda ta g ni enoli¢no dolo¢en. Preveriti moramo, da za dva g, h, za katera velja g-z = h - x,
velja tudi g - G, = h - G,. Po predpostavki velja g-x =h-z2 < h ™' g o= h . geG, & h™ g-G, =

G2 g Gy =h-G,.

Z najdeno celo ekvivalenco g-x =h -z < g- G, = h - G,. Torej smo dokazali Se, da ¢e je g- G, = h - G,
potem je g-x = h - z. To je injektivnost. Dokazati moramo le 8e surjektivnost.

Surjektivnost: Poljuben ¢ - G je res slika nekega elementa iz orbite, specificno elementa g - x.

Dokazali smo, da je ¢ bijekcija, torej je |Gz| = % oziroma |Gz| - |G| = |G]. d
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Zgled. Prestejmo simetrije tetraedra. |G| = |G4||Gz|. Vzemimo eno ogliste. Mo¢€ orbite tega oglis¢a je 4 (do
vseh oglis¢ lahko pridemo z D,,). Koliksna je mo¢ stabilizatorja? Katere simetrije fiksirajo 2? Tri. Torej je
vseh simetrij 12. To so: identiteta, rotacija v eno in drugo smer skozi vsako izmed $tirih oglis¢, rotacija za 180
stopinj skozi sredis¢i dveh nasprotileznih stranic za tri take pare nasprotileznih stranic: 1 +2-4+ 3 = 12.

Nig

/=

Slika 9: Simetrije tetraedra, razen identitete.

Zgled. Prestejmo simetrije kocke. |G| = |G| |Gz|. G, = X, |G| =8, |G| = 3 (identiteta in rotaciji za 120°
v obe smeri okoli telesne diagonale). Potemtakem |G| = 3-8 = 24.
Te simetrije so: identiteta, dve rotaciji za 120° za obe smeri okoli Stirih telesnih diagonal, rotaciji za 90°

ravninah z = 0, y = 0 in z = 0 — teZi&¢e kocke je v 0,0, 0), rotacija za 180° okoli telesne zveznice, ki povezuje
dve medsebojno najbolj oddaljeni in vzporedni stranici (takih parov je 6). Skupaj torej 14+2-4+2-3+346 = 24.

F

e

§

Slika 10: Simetrije kocke, razen identitete.

In velja G=94.

Pouvzetek. Naj bo G permutacijska grupa, X mnozica tock. Tedaj Gx = {gz;Vg € G} orbita, G, = {g € G;gx = 2} <
G stabilizator, X/G = {Gxz;Vx € X} mnozica orbit, X, = { € X; gz = z} negibne tocke. Vz € X : |G| =
|G| |Gyl

Lema. Burnsidova lema. Stevilo orbit je enako povprecnemu Stevilu negibnih tock ZDB

1
[ X/G| = @ > 1%l

e
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Dokaz. Pretvorimo

DoIX=D > 1= > 123;( > 1=ZZI=Z|G|'G‘ |G””GE:||G| E;(Gl

geG geGxeX, g€G reX, gr=x g€G,gr=x z€X geG, zeX

Orbite (ekvivalenéni razredi) so lahko razliénih velikosti. Recimo, da se X deli na §tiri orbite velikosti 1, 2,
4, 6. Tedaj bo izraz

elementi orbite moci 4

> = )+ ! T T O EXE N ) R
\Gm\ 1 2 = velikost orbite = 2 44 4 4 6 6 6 6 6 6/ B

reX
Stevilo orbit = Z Z B ‘ Z 1=|X/G|

ceX/Gxco o€|X/G|

1 1 1 1
X/61= 3 e = 119 X e = 1 2
eX reX geG

Torej

. i j 1 ( identiteta pravih rotacij .
Zgled. Tmejmo G = Cyvin X = [n]. Velja 1= [x/G] = 2 (5 4+ "(n=1) o) =2 =1

Zgled. Imejmo G = D,, in X = [n]. Velja 1 = |X/G|. Za n lih:

1 [identiteta Pravih rotacij zrcaljenja  hegibna tocka m
o n 4+ (n—1) -0+ n - 1 -
2 2n
Za n sod:
. . pravih rotacij zrealjenja tipa I negibna tocka zrealjenja tipa I1 negibna tocka
identiteta n n
— n (n—1) -0+ = : 0 + - . 2 =—=1
2n 2 2 2n

Zgled. G = {id, eno zrcaljenje} in X = [n]. Za n lih:

n+1 1 identiteta  2ztcaljenje n+1
=10 = g () <

Za n sod in zrcaljenje je tipa I:

1 [identiteta Zzrcaljenje n
| X/G] 5 ( n 4+ ) 5

Za n sod in zrcaljenje tipa II:

1 /identitet: zrcaljenje 2
n+1:|X/G|:2(de%teta+ 4 ):n+ B

n
=41
2 2 a2t

Zgled. G =S, in X = [n]. Velja
1
1=[X/G] =~ Z St. negibnih to¢k permutacije ™
n: TFESn
To ni tako o¢itno brez Burnsidove leme.

Zgled. Imejmo 3x3 papirnato mrezo in dve razli¢ni celici preluknjajmo. Koliko je razli¢nih konfiguracij, ¢e
lahko eno iz druge dobimo z zrcaljenjem in rotacijami (torej grupa Dy)?
Uporabimo Burnsidovo lemo. Izra¢unajmo $t. negibnih tock za vsako permutacijo.

e id ima | X| negibnih tock in velja |X| = (}) = 36: 1-36 = 36

e rotaciji za 90 stopinj nimata negibnih tock: 2-0 =10
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e rotacija za 180 stopinj ima Stiri negibne tocke: 1-4 =4

e zrcaljenja: 4-6 =24

-6

< enako, le da si predstavljamo papircke rotirane za 90 stopinj: 6

pozitivna diagonala: 6

— negativna diagonala: enako, le da si predstavljamo papircke rotirane za 90 stopinj — 6

Skupaj torej 64 negibnih toc¢k. Elementov diedrske grupe Dy je 8, torej je Stevilo orbit % - 64 = 8. Predstavniki
orbit so

o O o o ©O o O o o O o O O e [¢]

Vsi elementi po orbitah so:

[ ]
o [ ] o [0 o [¢] [ ] [©]
o = e o = e = = O = O = e — O
o ] [e] [ ] o [¢] (@] @]
[ ]
L] o [¢] L]
= = O = O
(¢} [ ] [e] [ ]
[ ]
o o O O O O o o O e
0O = O e O = O e O = O e O
o ® O O o O e o O o
[ ]
[e] O [ ] [0} [¢] [ ] o o [¢] o] [©]
e —= o O = O o — = O = O o = oO O = O
o ] [¢] [ ] [¢] o [ ] o [¢] [ ] [©]
[ ]
[e]
= O
[ ]
[ ]
[¢] o [¢]
o = = O = O
o [¢] [e] [¢] o
[ ]
(¢]
= e
[e]
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Ce bi torej take preluknjane papircke uporabljali kot recimo nek identifikacijski dokument, bi lahko identificirali
osem razli¢nih osebkov.

5.3 Cikli¢ni indeks in Pélyjev izrek

Definicija. Imamo elemente X, |X| = n, permutacijsko grupo G < Sx in g € G je permutacija elementov iz
X. Zapisimo g kot produkt disjunktnih ciklov in zapigimo g kot produkt disjunktnih ciklov, z a; (g) oznacimo
Stevilo ciklov dolzine 4. Cikli¢ni indeks je polinom

1 v .
G (tl, e ;tn) = @ Z t(l"l(g)t;"Z(g)tga(g) . tgn(g)'
geG

Zgled. G = Cy4, X = [4]. Ogrlica s 8tirimi koraldami.

2q (t1,t2,t3,14) = — t] + t3 + 2ty

1 (identiteta: 4 cikle dolzine 1  rotacija 180: 2 cikla dolzine 2 gye rotaciji 90: 1 cikel dolzine 4
4

Cikli¢ni indeks nam pove povprecno cikli¢no strukturo elementov G.
Zgled. G = D4, X = [4]. Zapestnica s Stirimi koraldami.

id rotacije horizontalno in vertikalno zrcaljenje diagonalni zrcaljenji)

1
26 (trta,t, ta) = o (t;* + 13+ 2ts + 23 + 212ty

Zgled. Simetrije tetraedra (Stiri oglis¢a), ki delujejo na oglis¢ih. Dvanajst jih je: orbita je velikosti 4, tri
simetrije fiksirajo vozlisce: id, dve rotaciji za 120 za vsako izmed Stirih vozlis¢ (4 - 2 = 8 in imajo isto cikli¢no
strukturo), tri rotacije za 180 stopinj prek nasprotnih vzporednih stranic.

1 id 120° 180°
_ 4 2
2 (t1,t2,t3,t2) = T5 | 11+ 8hits + 3t3

Zgled. Simetrije tetraedra, ki delujejo na stranicah (6 stranic). Grupa simetrij je ista, spremeni pa se X in s
tem cikli¢na struktura.

1 id 120° 180°
ZG (t17t2at3,t4at57t6) = E t?+ 8t§ +3t%t3

Zgled. Simetrije tetraedra, ki delujejo na ploskvah (4 ploskve). Grupa simetrij je ista, spremeni pa se X in s
tem cikli¢na struktura.

1 id 120° 180°
[zel (tlatQ,t3at4) - ﬁ t%+8t1t3+ t%

Zgled. G so simetrije kocke, X so oglis¢a kocke. 24 jih je (ena orbita z osmimi elementi, tri simetrije oglis¢a
ne premaknejo), ker 3-8 = 24. To so identiteta, rotaciji 90 po eni izmed treh osi, rotacija 180 po eni izmed treh
osi, rotaciji 120 okoli telesne diagonale za Stiri take diagonale, rotacija 180 po telesni diagonali, ki jo tvorita
sredis¢i dveh nasprotnih stranic (takih parov je 6).

Opazimo lahko G=S;. Imamo §tiri glavne telesne diagonale in natanko vse naStete permutacije so permu-
tacije teh diagonal.

1
26 (t1,ta, s, ta, ts, to, tr ts) = = (15,323 + 3t5 +4- 2 3] + 6t3)

24

Izrek. 1
t, oo ty) = — d)té
zc, (t1, ytn) n;‘ﬁ()d
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Dokaz. C,, = {(1, 2 ... 0<i<n— 1}. Npr. (123456)% = (135) (246), (123456)° = (14) (25) (36), (123456)* =

(153) (264).
Razmislimo, kaj se zgodi, ¢e damo cikel (12---n) na potenco, ki je delitelj n? d|n in

(12--n)%=@1 d+1 2d+1 3d+1 ---)(2 d+2 2d+2 3d+2 --);

dobimo produkt d ciklov dolzin %.

Kaj pa, ¢e ga damo na potenco, ki ni delitelj n? (123456)5 = (165432). Ce sta si potenca in dolzina tuji
ged (n,d) = 1, dobimo en cikel ZDB (1-- -n)i je n—cikel, ¢e sta si i in n tuji Stevili.

Sedaj ozna¢imo d = D (n,14), torej n =d-n’ in i = d -¢'. To pomeni, da

./
produkt d ciklov dolZine %:n' ¢

(123---n)" = (123---n)? -

po konstrukciji sta n’ in 4’ tuji, po prejdnjem razmisleku torej te n’—cikli na +'—to potenco ostanejo n’ cikli

= produkt d ciklov dolZin (n’ = %)

Torej od te potence ¢ dobimo t‘é doprinos k ciklicnemu indeksu. Kolikokrat dobimo ta rezultat? Koliko je i—jev,
da je D (n,i) = d? Torej i = d-i' pri pogojih 1 < < % in D (¢, %). Pozitivnih $tevil, manjsih od Z, ki so tuja
z e v (3)-

Potemtakem z¢, (t1,...,t,) = %de o (2) t‘% =1 2 @ ()t . Opomba: ¢ (n) = n], ., prastevilo (1 - %)
O

Izrek. )

n—
1, 72 on I
atity” ’ in lih
1,5 | 12,51
gty + gtits in sod

1
ZD,, (tl,...,tn) = 52’071/ (tl,...,tn) + {

Dokaz. Prvi ¢len: seveda je C,, C D,,. Izra¢unajmo Se doprinos zrcaljenja. Za lih n imamo po en cikel (negibna
tocka) in "T_z dvaciklov, za n sod pa imamo pol zrcaljenj tipa I in pol zrcaljenj tipa II. O

5.4 Neekvivalentna barvanja

Definicija. X je mnozica korald, |X| =n, G < Sx permutacijska grupa, R mnoZzica barv, |R| = r. Barvanje
je funkcija b : X — R, RX je mnozica barvanj. Velja ’RX‘ =r". Ce G deluje na X, se nam implicitno porodi
tudi delovanje na RX. Oglejmo si primer n = 8, r = 2:

%6 @5 % O5
e14 04 g rotacija barvanja za 45° O7 o,
o8 o3 og o3
o1 @2 01 ©O2

Definiramo preslikavo barvanja takole: g-b(z) = b (g_1 . x) Ce je r > 1, dobimo delovanje grupe, izomorfni
G, na RX (podrobnosti na KOMB2).

Sedaj nas zanimajo orbite barvanj — zanima nas, katera barvanja so ekvivalentna do permutacije za dano
permutacijsko grupo.

Da dobimo Stevilo orbit tega delovanja, moramo po Burnsidovi lemi izra¢unati povpre¢no stevilo negibnih
tock.

Zgled. n =6, r = 2, g rotacija za 120 stopinj. Negibne tocke so stiri:

Pri rotaciji za 90 stopinj sta negibni tocki samo barvanji vseh tock z isto barvo (2), pri rotaciji za 180 stopinj
je negibnih barvanj 8 (32 — trem zaporednim vozlidéem lahko izberemo poljubno barvo, ostala tri imajo nato
dolo¢eno barvo).

Dejstvo. Splosneje: Naj bo g € G neka permutacija X. Barvanje b je negibna tocka za g (g-b=10) < wvse
koralde v enem ciklu g—ja so iste barve.
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Dokaz. g-b=b~Vz € X : gb(x) =b(x) ~b(g'z) =b(z) ~ g~'a in z sta iste barve ~ z in gz sta iste
barve ~ z in g2z sta iste barve ~ Vi : b(x) = b (glx) Torej x,g - x,¢%x,--- so vsi iste barve ZDB cel cikel je
iste barve. O

Torej je r°(9) gtevilo negibnih barvanj g, kjer je ¢ (9) = >, a; (g), kjer je a; (g) je stevilo ciklov v g dolzine 1.

Izrek. Polyjev izrek. Stevilo neekvivalentnih barvanj je

- definicija zG a1(g)paz(9) ... pon(9) — > ilg)
) = 1) M g0 3
9geG geG geG
Dokaz. Zgornji razmislek. O

Zgled. Ogrlic z n koraldami in r barvami je

1 3 el 1
2z — :,E: d
n r zC, (’I“, ’T) n - (P( )T

g€Chn

a3

Npr. zan =4: ; (r* +7r?+2r), torej zar =2 je § (16 + 4+ 4) = 6.
Zgled. Zapestnic z n koraldami in r barvami je
i 7ﬂc(g):ZD (r,-- T)lecp(d)rz—y{;er:érn;l ;n lih .
ma 2n ™ ir% 2,51

1.3+ .
2n 9€Dy + 372 ;n sod

=
=
wf3

Zgled. Naj bo G = S,,, X = [n] in |R| = r. Dve barvanji sta o¢itno v tem primeru ekvivalentni takrat, ko
za vsako barvo velja, da je v obeh barvanjih uporabljena enakokrat. O¢itno je torej neekvivalentnih barvanj
toliko, kolikor je 8ibkih kompozicij n z r ¢leni = ("“71). Po drugi strani je to po Pélyjevem izreku enako

r—1
(n +r— 1)[ _(n +r—1 o(m) _ o(m) _ stirlingl: § permutacij [n] s k cikli X
(r—1)n! r—1 |G| Z n! Z " n! Z c(n k) "
TESH k §t. ciklov
(n +r—1)!
=Dl Z n,k)r
7 (n+r—=1 K
roo= W = ; C (n, k) r
Prisli smo do prehodne matrike med dvema bazama polinomov (najdene na zaetku tecaja).

Sedaj pa recimo, da nas zanima Stevilo neekvivalentnih barvanj, pri ¢emer zahtevamo, da je 3; korald barve
1, 35 korald barve 2, ...

Izrek. Posploseni Pdélyjev izrek. Imejmo X mnoZico korald (|X| = n), G permutacijsko grupo, R mnoZico
barvang, |R| = r. Stevilo neekvivalentnih barvanj z f; koraldami barve i je enako koeficientu pri ullug2 coeufr oy

zG(ul—|—-~—|—ur,u%+'--+uf,...u?+~--+uf).
Zgled. Vzemimo G = Cy, n =4, r = 2 (ogrlice).

1

ZCy (tlﬂt27t37t4) =7

7 (015 +2t)

Po posplosenem Poélyevem izreku

1 2
zc, (u1 + ug, ud + ud, ud +ud, uf —&—u%) =1 ((ul —|—u2)4 + (u? —|—u§) +2 (ui1 —&-u%)) =

(u1 + 4udug + 6uu + dugud + us + ut 4+ 2ulul 4 uj + 2ut + 2u2) =

»MH

4, .3 2,2 3, .4
= u] + ujug + 2uus + ugus + us

Torej obstajata dve neekvivalentni barvanji ogrlic z dvema ¢rnima in dvema belima koraldama, ker je 2

koeficient pri ufu3.
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Zgled. Vzemimo G = Dg, n = 6, r = 3. Koliko je zapestnic z eno ¢rno, tremi belimi in dvema rde¢ima
koraldama?

rotacije
1 1 1
2 (ts-oote) = 75 (B +H9 (2 2 + 9 (3) 5 + @ (6)ts) + 113+ (#785 =
_ 1 (19 + 15 + 265 + 2t6) + ltg + ltftg
12 3 4 4

Zanima nas
1

[ulugug} T

((m tus +ug)® + (02 +ud+u2)’ 2 (6 +ud +ud)? 42 (u + +u§)) -

1 3 1 2
+7 (uf + uj3 +u3) +Z(U1+UQ+U3)2(u%+u§+u§) =

... kjer imamo same kvadrate, kube ali potence 6, gotovo ne bomo dobili potrebnega u; ...

1 1
= [uruduj] (12 (u1 + us + u3)® + 1 (u1 + us + ugz)? (uf +u3 + u§)2) -

1 6 1 2 2
- 12(1,3,2) + ] (4(“1 ) (v ) ) o

. razmislimo: Da dobimo wiudu3 iz (u1 + uz + uz)? (uf + u3 + u§)2, moramo v prvem faktorju vzeti ujus
(koeficient (121) = (11';1!)! = 2) ali ujus (koeficient (121) = 2). Ce vzamemo u;uy, moramo v drugem faktorju

vzeti udu3 (koeficient (1?1) = 2). Ce vzamemo u;uz, moramo v drugem faktorju vzeti u3u3, kar pa se ne zgodi

(koeficient 0). Torej je [ujuui] ((u1 + ug + ug)? (u} +ud + u§)2) =2.2=4 ..

1 6 4 Z-%-%-5-8

T 12182 1 X217

+1=54+1=6

Torej je neekvivalentnih barvanj z zahtevanimi lastnosti Sest.

Dokaz. Zgolj skica dokaza. Uporabimo Burnsidovo lemo, ko naSa grupa deluje na barvanjih z 3; koraldami
barve i. Se vedno velja, da je barvanje negibna tocka za permutacijo < vsi elementi v ciklu so iste barve.
Dokaz s primerom: Cy, n =4, r =2, §; = 2, B3 = 2. Vsa barvanja so (brez izlo¢anja ekvivalentnih)

[¢] o O o e e o ® O o e

Po Burnsidovi lemi je dovolj za vsako permutacijo pogledati, koliko negibnih toc¢k (barvanj) ima.
e identiteta: 6
e rotacija 90: 0

e rotacija 180: 2

Stevilo negibnih tock pa ravno ustreza koeficientom v (uy + uz)4 + (u% + u%)Q +2 (u‘l1 + u%) V prvem ¢lenu 6,
v drugem ¢lenu 2, v tretjem ¢lenu 0. To pojasnimo tako: ¢e imamo cikel dolzine 4, je vseh i korald iste barve.
Oglejmo si recimo (u% + u§)2 = (u% + u%) (u% + u%) To pripada rotaciji za 90 stopinj, ki ima dva cikla
((13) (24)). Torej ko izbiramo iz prvega faktorja, izberemo bodisi u?, kar pomeni ,obe koraldi v ciklu z barvo
1%, bodisi u3, kar pomeni ,,obe koraldi v ciklu z barvo 2“
To je ideja dokaza. Cel dokaz smo izpustili. Ne bo na ustnem. O

Pripomba. Polinom zg (uy + -+ + Uy, ... 1] 4+ ul?) je homogen stopnje n (vsak monom je stopnje n) in simetri¢en
(menjava u; z u;) ne spremeni koeficientov — vseeno je namre¢, kako re¢emo i—ti barvi, rdeca ali ¢rna.
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6 Trije klasi¢ni izreki iz teorije delno urejenih mnozic

6.1 Delno urejene mnozice — DUM (angl. partially ordered set — poset)
Definicija. Naj bo P mnozica in <: P x P — {0,1} relacija. (P, <) je delno urejena mno¥ica, ¢e velja
1. refleksivnost: Ve e Pz <z
2. antisimetri¢nost: Ve, y e P:z <yAy<zx=zx=y

3. tranzitivnost: Vx,y,z € P:x <yAy<z=zx <z

Zgled. n = ([n],<) = n, (N, <), (<), (R,<), (N < {0}, dT“), (dcmﬁ,lfi N |>7 B, = (21,C) (Boolova
algebra).
Definicija. Naj bo (P, <) DUM, z,y € P:

e 1z in y sta neprimerljiva, ¢e x £ y Ay £ x, sicer sta primerljiva

e rx<ysr<yANr#y

e x<y:=x<yAPz>s: <z <y. Pravimo, da je x predhodnik y oziroma da y pokriva z

e 1 je maksimalen element P, ¢e fiz € P >: x < z. (lahko jih je vec)

e 7 je minimalen element P, ¢e z € P 3: z < z. (lahko jih je veg)

e z je najvedji element P, ¢e Vz € P : z < z (opazimo, da je najvedji element lahko le en). Najvedji je, e
obstaja, gotovo maksimalen.

e z je najmanjsi element P, ¢e Vz € P : 2 < z (lahko je le en). Najmanjsi je, ¢e obstaja, gotovo minimalen.
Zgled. Nekaj primerov:

e Vnzai<nveljai<i+]1.

V(R,<)fz,y2:z<y.
o VB,zaA#[n|ini€n],i ¢ Avelja A< AU {i}.
e V D, zad#n in p prastevilo in p fd velja d < d - p.

Definicija. Hassejev diagranﬁje graf z vozlisci elementi P in povezavami med z,y € P & x<yVy<z. RiSemo
tako, da ¢e x < y, riSemo y nad z.

Pripomba. Hassejev diagram B,, je izomorfen grafu @), (n—dimenzionalni hiperkocki).

Trditev. Kon¢na neprazna DUM vsebuje maksimalen element.

Dokaz. Vzemimo poljuben x, € P. Ce je maksimalen, smo ga nasli, ¢e ni, obstaja vecji. Ponavljamo postopek
in v kon¢no korakih najdemo maksimalnega. O

Zgled. (N, <) nima maksimalnega elementa.
Definicija. Naj bo (P, <) DUM. A C P je antiveriga, ¢e Vx,y € A, x # y : x,y neprimerljiva.
Zgled. Primeri antiverig:

e Singleton je vselej antiveriga. Prazna mnoZica je vselej antiveriga.

e A antiveriga vn = |A] <1

e A antiveriga v B, = Jk € N 3: VM € A : |M| = k ZDB antiverige v B,, so mnoZice, ki vsebujejo
natanko enakomod¢ne mnozice.

Definicija. Naj bo (P, <) DUM. C C P je veriga, ¢e Vz,y € C : z,y primerljiva.
Zgled. Primeri verig:

e Singletoni je vselej veriga. Prazna mnozica je vselej veriga.

4Risbe prepuséene bralcu.
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e Vsaka podmnozica v n je veriga.

e {1,2,12} je veriga v Diq

o {{1},{1,2},{1,2,3}} je veriga v B,

e mnozica maksimalnih elementov je antiveriga

Definicija. Sirina DUM je velikost najveéje najveéje antiverige v njej. Visina DUM je velikost najvedje verige
vV njej.

’ DUM ‘ Sirina visina
n 1 n
B; 3 4
B, (LZJ) ni o¢itno, dokaze Spernerjev izrek | n+ 1

2

Tabela 7: Primeri visin in Sirin DUM

Zgled.

6.2 Dilworthov izrek

Izrek. Mirsky. Naj bo P koncéna DUM. Naj bo m minimalno Stevilo antiverig, s katerimi lahko pokrijemo P.
Naj bo M wvisina P ZDB velikost najvecje verige v P. Tedaj m = M.

Dokaz. Naj bo C' poljubna veriga v P, pokrita z antiverigami Ay, ..., A;. O¢itno gotovo velja, da sta poljubna
dva elementa v C' elementa razliénih antiverig. Se pravi |C| <= M < m.
m < M dokazimo z indukcijo po mo¢i DUM P.

e baza: |[P|=1. Tedajl=m=M =1
e korak: |P| > 1. Po 1. P. m < M za vsako strogo podmnoZzico P.

— Velja A = {maksimalni elementi P} je neprazna antiveriga.
— P\ A je manjsa DUM z visino M — 1.

x Zakaj? Vsaka najdaljSa veriga ima en maksimalen element.

* Maksimalen element namre¢ v konéni DUM vedno obstaja in Ce veriga ne vsebuje kakega maksi-
malnega elementa, ga lahko verigi dodamo in dobimo vecjo verigo.

— P\ A po L. P. lahko pokrijemo z M — 1 antiverigami, torej lahko P pokrijemo z M antivegirami
(elementi, ki smo jih odstranili P, da smo dobili P\ A, so natanko antiveriga)

O
Pripomba. Dokaz je konstruktiven — daje nam algoritem, kako najti pokritje z najmanj antiverigami:

e A; = maksimalni elementi v P

e A; = maksimalni elementi v P\ A;
e As = maksimalni elementi v P\ A; \ A
e ...

Izrek. Dilworth. Naj bo P konéna DUM in naj bo m minimalno Stevilo verig, s katerimi lahko pokrijemo P in
naj bo M wvelikost najvecje antiverige (Sirina DUM P). Tedaj velja m = M.

Dokaz. Naj bo A poljubna antiveriga in imejmo pokritje P z verigami C1, ..., C;. Tedaj velja, da sta poljubna
dva elementa antiverige A pokrita z dvema razli¢nima verigama (sicer bi bila primerljiva), torej velja |A| <1 =
M <m.

Dokazimo m < M z indukcijo na |P|:

e Baza: |[P|=1. veljal=m=M=1

e Korak: |P| > 1. Po L. P. za vse manjge podmnozice velja m < M.
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— Vzemimo C poljubno najdalj$o verigo v P. Tedaj je P\ C manjsa DUM. Sirina (velikost najvecje
antiverige) se odstranitvi C' bodisi zmanjsa bodisi ne spremeni.
x Ce se zmanjsa:

- P\ C po I P. lahko pokrijemo z < M —1 verigami. Torej lahko P pokrijemo z < M verigami
(dodamo C).

% Sirina ostane enaka. Izberemo antiverigo A = {as,...,axn} v P\ C. Definirajmo:

- St :={z € P;Ja € A>:a <z} ZDB elementi P (in ne P\ C), ki so vedji od kakega elementa
antiverige A, unija elementi A.

- 87 ={x € P;da € A>:x <a} ZDB elementi P, ki so manjsi od kakega elementa antiverige
A, unija elementi A.

- Velja ST NS~ = A. Ocitno A C ST in A C S, torej A C ST N S~. Nadalje za poljuben
z€STNS veljaa <z < a; za neka a;,a;. Po tranzitivnosti torej a; < a; in ker sta
to elementa antiverige a; = a; in posledi¢no Se a; = = = a;, torej x € A, kar pomeni
STNnsS- CA

- Velja ST US™ = P. O¢itno ST US™ C P. Dokazimo ge P C STUS™ & Vr e P:x ¢
Stve e S~. PDDRAA x & STAx ¢ S—, kar bi pomenilox & AAVa € A:x L arx P a= =
neprimerljiv z vsemi a € A = AU {z} antiveriga v P, dalj8a od A, toda A je dolzine M in
M je po predpostavki dolzine najveje antiverige v P —<—.

- Velja St # P. Dokazimo, da najmanjsi element C, recimo mu z, ni v ST. PDDRAA
x€ST=3ae A>: a<x Kerje A antiveriga v P\ C, x # a. Potemtakem a < z. To pa
bi pomenilo, da je C'U {a} daljsa veriga od C, toda C je po izbiri najdaljsa veriga —<—.

- Velja S~ # P. Analogno: najvecji elementi C' naj bo x. « ¢ S~ sicer dJa € A 3>: x < a in
ker = # a, saj je A antiveriga v P\ C, z < a, kar bi pomenilo, da je C'U{a} dalj$a veriga od
C, slednja pa je po izbiri najdaljsa —<—.

- ST ima &irino M in je strogo manjsa DUM od P, torej ga po I. P. lahko pokrijemo z M
verigami Cf, . ,CJJ\}.

- S7 ima Sirino M in je strogo manjsa DUM od P, torej ga po I. P. lahko pokrijemo z M
verigami C7 ,...,C,,.

- Elementov A je M mnogo in po prejSnjem razmisleku morajo biti v razli¢nih verigah. BSS
aiEC’jinaiEC{.

- Po konstrukciji ST in S~ in zato C; in C; velja Vi € [M] :Vc € C;f 1 a; < cin Vi € [M] :
Ve € C :c < a;. Torej Ci" NC; = {a;}. Potemtakem je Vi € [M]: C; :== C;" UC;" veriga v
P in verige C;, ..., Cy pokrijejo P.

- S tem smo nasli M (Sirina DUM P) verig v P, ki pokrijejo P in dokazali izrek.

O

Pripomba. V Dilworthovem izreku bi lahko predpostavili, da so verige, s katerimi pokrivamo, disjunktne. Naj
bo Ci,...,C,, pokritje z verigami. Tedaj je C1,Cy\ Cy,C3\ Co\C1,...,Cp \ -\ C2\ C; spet pokritje, tokrat
z disjunktnimi verigami.

Povzetek. Dilworthov izrek pravi, da je Sirina delno urejene mnozice enaka minimalnemu Stevilu disjunktnih
verig, s katerimi lahko pokrijemo to delno urejeno mnozico.

Definicija. Naj bo G graf. M C E (G) je prirejanje (angl. matching), ¢e veljaVe,f € M :e# f=en f =0.

Pripomba. Pri|Optimizacijskih metodah omenimo u¢inkovit algoritem, ki najde najvecje prirejanje v dvodelnem
grafu.

Naj bo P DUM. Skonstruirajmo dvodelen graf. Za vozlis¢a vzemimo dve kopiji P, V = P x{0,1}. Povezave
definiramo tako: © <y € P = 2’ € Py in y’ € P, povezana v dvodelnem grafu. IzkaZe se, da je najvecje
prirejanje ravno najmanjSe pokritje z verigami.

6.3 Spernerjev izrek

Lema. Srednji koeficient v vrstici Pascalovega trikotnika najvecji izmed vseh v isti vrstici ZDB

k() = (1)

o1


http://splet.sijanec.eu/dir/om.pdf

Dokaz.

() ol (k + 1) T=h=1]T k+1 n—1
2

n n
< & = <1ls <l& <l k+l<n-ke2k+1<ne k<
(k) (kH) (kt1) W (n — k)Yt n—k

Se pravi za k < "7*1 bionmski koeficienti naras¢ajo, nato pa za¢no padati. Torej:

e zansod velja k < % = (}) < (kj_l) nk>%=(})> (kil)

. . —1 : 1
oz libvelia k< 250 = (1) < (1) in k> 24 = () = (2,)
O
Definicija. Tako zaporedje, ki najprej narasca in nato pada ZDB ag < a1 < -+ < ag > agyq > -+ klicemo
,unimodalno®.
Zgled. ((Z))Z:o je unimodalno zaporedje.
Izrek. Sperner. Sirina Boolove algebre (B,) je (LZJ)
2
Dokaz. Dokazujemo enakost.
(>) Dokazujemo, da je Sirina > (LZJ) ~ najdaljsa antiveriga je dolga (LZJ) Dovolj je najti eno take
2 2
dolzine. Ta antiveriga je (L[Z] J) Spomnimo se, da so antiverige v B,, natanko mnozice enakomo¢nih
2
mnozic.
(<) Naj bo A poljubna antiveriga.
¢ Koliko je maksimalnih verig v B, ? Verige v B,, so oblike §} < {41} < {i1,i0} < - < {i1,...,in}.
Za¢nimo z (. Dodamo en element na m moZnosti, drugi element na n — 1 moZnosti, ... n—ti

element je enoli¢no dolo¢en. Se pravi je v B, n! maksimalnih verig.

e Koliko je maksimalnih verig v B,,, ki vsebujejo dano mnoZico T C [n]? (n —|T|)! - |T|!. Prvi
faktor predstavlja izbiro elementov, ki jih bomo dajali v mnoZico (in se s tem vzpenjali po
verigi), vendar je Ze doloeno, bomo dodali elemente iz T'. PomnoZimo z moZnimi permutacijami
elementov iz T, ker je zaporedje dodajanja v mnozico za vzpenjanje po verigi poljubno.

e Koliko je maksimalnih verig v B, ki vsebujejo kaksno (torej natanko eno — ve¢ jih ne more,
ker je A antiveriga) mnozico iz A? Odvisno od tega, kako velika je ta mnozica iz A. Za vsak
element antiverige T' € A torej (n — |T|)! - |T|! (prejdnja tocka). Potemtakem je skupaj takih
verig, ki vsebujejo kakSno mnozico A, vsota tega izraza po vseh elementih A:

S (=TT <l /ind

TeA

S~ =TT

n!
TEA

Posledica. Dilworth-Sperner. By, lahko pokrijemo z (LZJ) verigami.
2

Definicija. Pravimo, da je DUM P stopnicasta (angl. ranked), ¢e obstaja predlikava rang : P — N s predpisom
rangz = 0 < z je minimalen element in ¢ < y = rangy =rangx + 1.
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6.4 Hallov izrek

Definicija. Prirejanje M je popolno, ¢e Vv € Vde € M >: v € e.
Pripomba. Za popolno prirejanje velja |M| = ‘Z—l Popolno prirejanje ne obstaja v vsakem grafu.

Definicija. Naj bo G = X UY dvodelen graf in M prirejanje. M je popolno prirejanje iz X v Y, ¢e Vo €
XJde e M >: x € e ZDB vsa vozliséa iz X so pokrita.

Dejstvo. Ce obstaja popolno prirejanje iz X vY , velja |M| =|X]| < |Y|. To popolno prirejanje namreé definira
imjekcijo iz X v'Y.
Velja celo veé YA C X : |A| < |N (A)|, kjer je N (A) unija sosescin vozlis¢ iz A ZDB

N(A)={yeY;3z € A>:{z,y} € E}.
To je ocitno. Ce bi ne veljalo za nek A, bi ne mogli konstruirati iz A injekcije v'Y z uporabo le povezav iz E.
Izrek. Hall. Naj bo G dvodelen graf. 3 popolno prirejanje iz X vY < VA C X : |A] < |N (A)].
Dokaz. Dokazujemo ekvivalenco.
(=) O¢itno, dokazano v zgornjem dejstvu.
(<) Po predpostavki velja VA C X : |A] < |N (A)|. Uporabili bomo Dilworthov izrek.

e Skonstruirajmo DUM P = X UY spredpisomVa € P:a<ainVze X,yeY:z<y:suzye
E.

e Naj bo {z1,...,%k,y1,...,y} najdaljsa antiveriga v P.

o Ceje A= {xy,...,x21}, velija N(A) C Y \ {y1,...,u}; po konstrukciji (najdaljSe antiverige)
med 21,...,2 in y1,...,y; ni povezav. Velja

k=A< IN(4) < Y| -1

k<|V]—1
k+1<[|Y|

Oznacimo M = k + 1 < |Y] (dolzina najdaljse antiverige v P). Po Dilworthovem izreku lahko
cel P pokrijemo z M disjunktnimi verigami.

e V na8i P so verige prazne mnozice, singletoni ali dvoelementne mnozice. Oznac¢imo z a Stevilo
dvoelementnih verig izmed teh M verig, s katerimi lahko pokrijemo P.

e Dokazimo a = |X]|.

— Gotovo je o¢itno a < | X|. Vsaka dvoelementna veriga vsebuje vozlisée iz X in vozlisce iz Y
in ker so disjunktne, jih je kve¢jemu toliko, kot elementov X.

— Sedajsea>|X|. VeljaM =a+ |X|—a + |[Y]|—a . Torej:
——

singletoni v X  singletoni v Y

X|=a+X]|—a= M<
a¥|X|~a+ X[~ a <TX|

dokazali prej
| X|—a<0
X[ <a

— Torej |z| = a, torej nam dvoelementne verige dajejo popolno prirejanje iz X v Y.

Pripomba. Torej iz Dilwortha ,sledi“ Hall. Lahko pa bi tudi dokazali Dilwortha s Hallom.

Posledica. Naj bo G = X UY neprazen dvodelni graf in naj velja Ve € X,y € Y : degx > degy. Potem obstaja
popolno prirejanje iz X v'Y.
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Dokaz. Naj bo A C X poljubna in B := N (A). Dokazati ho¢emo |A| < |B|. Naj bo e (A, B) stevilo povezav
med A in B.
Po predpostavki 3d € NVz € X,y € Y : deg (z) > d > deg (y). Recimo d := min,cx degz.

XX
d-|B| > Zdeg(y) > e(A,B) = Zdegm > d|A|
yeB Tx€EA

Razlaga XX: seveda lahko iz B poteka povezava v kako vozlisée iz X \ A. Seveda velja A C N (N (A4)),
ofitno pa ne velja vedno A = N (N (4)).
d|B| > d|A]

Ker @ ni prazen, je d neniceln in lahko krajsamo:
|B| = |A]
O

Posledica. G = X UY je biregularen dvodelni graf (vsa vozliscéa iz X so iste stopnje in vsa vozliséa iz Y so
iste stopnje) in EG # (). Tedaj obstaja vsaj eno od tega:

e popolno prirejanje iz X vY
e popolno prirejanje iz Y v X
Dokaz. Naj bo r tak, daVx € X : r =degz, in s tak, daVy € Y : s = degy. Velja
|[EG|=r|X|=s]|Y]
r>se | X| <|Y|
Loc¢imo dve moznosti:
e | X| <|Y|=r > sin posleditno obstaja popolno prirejanje iz X v Y po zgornji posledici
e |Y| <|X|= s >rin poslediéno obstaja popolno prirejanje iz Y v X po zgornji posledici
O

Zgled. N kart. Izberemo pet naklju¢nih kart, izbrane $tiri od njih damo v izbranem vrstnem redu prijatelju,
ki je s trikom seznanjen. Ta mora ugotoviti, katera je peta.

Neurejenih peteric kart je (Zg ), urejenih Getveric kart pa je N4. Definirajmo dvodelni graf, VG = X UY,
kjer so X vse neurejene peterice kart, Y pa vse urejene Cetverice kart. V grafu sta vozlis¢i A in B povezani, Ce
AC B.

I8¢emo popolno prirejanje iz X v Y, torej iz neurejenih peteric v urejene ¢etverice. Potreben pogoj je, da je

(5) < N
N(N -1 —120N—3)(N—4) Sl‘w

N —-4<120
N <124

Primer za N = 52 (standardne karte). Med temi petimi kartami sta dve enake barve. Odstranimo tisto, ki
je podvojene barve, tisto drugo damo na vrh kupcka Stirih, ki ga podamo partnerju. Tako partner izve barvo
karte, ki nam ostane v rokah.

Karte so ostevilcene s Stevilkami A,2,3.4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K (13 stevilk). Stevilke si predstavljajmo kot kolo-
bar Zi2, kjer velja Va,b € Z12 : a —b < 6Vb—a < 6. Torej za vsak par kart si lahko izberemo eno iz para kart,
da bomo, ko pristejemo najve¢ 6 (dovolimo wrap), dobili drugo izmed para.

To storimo za dve nasi karti, ki sta iste barve. Prijatelju na vrh kupcka torej damo tisto karto, da ji bo
lahko pristel stevilo kve¢jemu 6, da bo dobil karto, ki je ostala nam v rokah.

Stevilo, ki ga mora pristeti, mu sporo¢imo s permutacijo preostalih treh kart, ki mu jih damo na dno kupcka
na nek dogovorjen nacin. Permutacij treh kart je ravno Sest. Recimo: Vse karte so med seboj razli¢ne, torej
jih lahko na dogovorjen nacin uredimo leksikografsko s kljuéem (barva, Stevilka) in te tri karte tretiramo kot
stevilke 1 (najmanjSa karta), 2 (vmesna karta), 3 (najve¢ja karta). Permutacij {1, 2, 3} je Sest.

Dejstvo. Se en Zivljenjski trik, ki nam ga je povedal profesor. Conwayev trik. Ce vemo, kateri je zadnji dan
februarja (za 2025 je petek), je petek tudi 4. 4., 6. 6., 8. 8., 10. 10., 12. 12. (sodi meseci od februarja dalje)
in9. 5,5 9,7 11., 11. 7. (profesor pove nekaj podobnega kot to, da si Americani to lahko zapomnijo laZje,
ker mnogi od devete ure zjutraj do pete popoldne delajo v trgovini Televen)
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7 Konéni avtomati

Definicija. Naj bo G = (V, E) usmerjen utezen graf z utezmi w : E — K za K kolobar. V = {vi,...,vp}.
Matrika sosednosti je

w(viv;) sviv; € E
Aij =
0 AN ¢ FE

Sprehod v grafu je pot, le da zahtevamo, da se vozlis¢a ne ponavljajo. Sprehod dolzine n je I' : zg, z1,... 2y,
kjer Vi € [n] : @;_12; : z;_1x € E. Teza sprehoda je w (T') = w (xoz1) - w (z122) - - w (Tp—1,2p). Zal <i,5 <p

in n € N definirajmo
I" sprehod dolzine n od v; do v;

Pripomba. V posebnem, e je utez vselej enaka 1, je A;; (n) Stevilo sprehodov dolzine n med v; in v;. Velja

w(v;v;) ;vv; € E
Az‘j(l):AijZ{ (vis) ’ -

0 ; sicer
Velja A (n) € KPXP) A(A) = A.

Trditev. Ajj (n) = (A"),;.

Dokaz. Induktivni dokaz.

e baza

o korak: Ajj(n) = S0 Ay (n— Dw (vp;) '= S0 AR A = (A" A) = AT,

j

Definicija. Definirajmo

Fj(z) = Z Aij (n)a" = Z Alx" = ZA"J:” = (I _le> =
n=0 n=0 v

n=0
dolzina sprehoda geometrijska vrsta ij
o brez i—tega stolpca in j—te vrstice B
= (1 —way™t) Crmmenmopmvie o (I —zA) g _ (cyts St~
ij det (I —zA) det (I —zA)

OK to poglavje je useless tko n¢ nismo povedal pametnega najbrz ne bo spraseval ... Je blo pa omenjeno
Conwayevo ,look and say*“ zaporedje 1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221, 1113213211, ... Ce vas res
zanima, kaj smo poceli na zadnjem predavanju, prenesite moj neberljivi rokopis|
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